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Introduzione

Queste dispense sono relative alla seconda parte del corso di Fondamenti di Fisica Matematica,
tenuto dall’autore per il corso di Laurea Triennale in Matematica (ma aperto anche al corso di
Laurea Triennale in Fisica) presso 'Universita di Trento. Lo scopo del corso & di introdurre gli
studenti ai primi rudimenti della teoria delle equazioni differenziali a derivate parziali rilevanti
in Fisica. Quindi, eccetto che per qualche accenno in appendice, non sono introdotti gli spazi
funzionali di funzioni differenziabili (gli spazi di Sobolev) che si adoperano nelle trattazioni piu
avanzate discutendo 'esistenza delle soluzioni in “senso debole”. Lo sforzo dell’autore e stato
quello di dare una trattazione rigorosa, senza pero perdere il contatto con alcune motivazioni
che portano a scegliere un particolare tipo di equazioni differenziali piuttosto che un altro per
formalizzare un certo contesto fisico.

I prerequisiti riguardano 'analisi matematica delle funzioni di piu variabili, i risultati elemen-
tari della teoria delle equazioni differenzili ordinarie e alcune nozioni elementari di teoria delle
funzioni di variabile complessa e di teoria della misura. Altre nozioni, come qualla di spazio di
Hilbert L2, necessario per sviluppare la teoria della serie di Fourier, sono rapidamente introdotte
di volta senza alcuna pretesa di esaustivita. Tali nozioni verranno approfondite in altri corsi.

Nota. Alcuni argomenti, quelli le cui sezioni hanno titolo preceduto da un asterisco, riguarda-
no argomenti complementari avanzati rispetto al contenuto standard del corso, che richiedono
conoscenze di nozioni matematiche superiori. Tali sezioni possono quindi essere omesse in un
corso standard del secondo anno della laurea triennale in matematica. Questi argomenti sono
indipendenti dal resto delle dispense anche se possono essere collegati tra di loro.



Capitolo 1

Introduzione alle equazioni
differenziali a derivate parziali del
secondo ordine quasi lineari.

In questo capitolo introdurremo le idee generali della teoria delle equazioni differenziali del
secondo ordine alle derivate parziali partendo da motivazione provenienti dalla fisica.
Cominciamo con il fissare le notazioni e le convenzioni che useremo in tutte le dispense e con il
richiamare qualche utile risultato generale.

1.1 Notazioni, definizioni, convenzioni e qualche risultato tec-
nico elementare.

In questa sezione riportiamo notazioni, definizioni e qualche risultato tecnico elementare che
useremo in tutte le dispense.

1.1.1 Funzioni differenziabili ed operatori differenziali.

Se f & una funzione definita sullo spazio topologico X, per esempio R oppure un sottoinsieme di
R"™ dotato della topologia indotta da R”, ed i valori di f sono assunti in R", allora il supporto
di f &, come ben noto, I'insieme:

supp f = {z € X | f(z) # 0},

dove, 0 indica il vettore nullo (o semplicemente lo zero se n = 1) e la chiusura & riferita alla
topologia di X.

Ricordiamo ancora che una funzione f : & — R, con 2 C R" aperto non vuoto, & detta essere
differenziabile in zg € (2 se, in un intorno O di zg, vale:

f(zo + h) = f(xo) + Lyy(h) + Ryy(h) se xo+heO (1.1)



dove Ly, : R® — R™ ¢ una funzione lineare mentre R, soddisfa:

Ry (D)

=0.
h—0 ||h]]

In tal caso L, € univocamente determinata. Inoltre & ovvio che:
una funzione differenziabile in xo € continua in xg.
Un elementare ma importante risultato di analisi che useremo ricorrentemente ¢ il seguente.

Proposizione. Una funzione f : Q@ — R, con 0 C R"™ aperto non vuoto, é differenziabile in
xg € Q se in un intorno O di xy esistono le derivate parziali prime di f rispetto a tutte le
coordinate e tali derivate definiscono funzioni continue in 0.

Passiamo ad estendere la nozione di differenziabilita ad ordini superiori, includendo la continuita.

Definizione 1.1. Sianon,m =1,2,...e k=0,1,... fissati e sia  C R™ un insieme aperto
e non vuoto.

(a) Una funzione f : Q — R™ o C™ & detta essere di classe C* (equivalentemente differenzia-
bile di classe C* se k > 1) e si scrive in tal caso f € CF(Q;R™) o C*(Q; C™), rispettivamente,
se tutte le derivate parziali (incluse quelle miste) delle componenti di f esistono e sono continue
fino all’ordine k incluso. Si pone C*¥(2) := C*(Q; R).

(b) f:Q — R™ o C™ ¢detta di classe C™ se ¢ di classe C* per ogni k = 0,1,... e si definisce:

C¥(R™) == () CMR™), C®(QC™):= () CH&;Cm).
k=0,1,... k=0,1,...

Useremo la convenzione che C*(Q) := C*°(2;R) a meno che non sia esplicitamente precisato

diversamente.

(c¢) In riferimento alle definizioni gia date C¥ (Q; C") (rispettivamente C5(2)), con k = 0, 1,. .., 00,
indica I'insieme delle funzioni in C*(€2; C") (rispettivamente C*(9)) il cui supporto, riferito a €,

¢ compatto.

Diamo separatamente un’altra importante definizione che riguarda le funzioni differenziabili su
un insieme ottenuto dalla chiusura di un aperto €.

Definizione 1.2. Sianon,m =1,2,...e k=0,1,... fissati e sia 2 C R” un insieme aperto
(non vuoto). f : Q — R™ o C™ ¢&detta essere di classe C*, con k = 0,1,...,00 e si scrive
in tal caso f € C*(Q;R™) (f € C¥(Q) se m = 1) o, rispettivamente f € C*(Q;C™), quando
fla€ CF(Q;R™), rispettivamente f o€ C*(;C™) e tutte le derivate di f fino all’ordine k si
estendono con continuita a funzioni su Q. ¢

Osservazioni 1.1.
(1) In base alla proposizione enunciata subito prima della definizione (tenendo conto che



una funzione differenziabile risulta sempre essere continua) per verificare se una funzione sia di
classe C*(€2), con 2 C R™ aperto, ¢ sufficiente provare che esistono e siano funzioni continue le
derivate (includendo quelle miste) di ordine k. La continuita delle derivate di ordine inferiore &
automaticamente valida.

(2) Nel caso in cui, per a,b € R, Q = (a,b) C R, pud provare che f € C*([a,b];R") (o f €
C*([a, b];C") se la funzione & a valori complessi), se e solo se f & la restrizione ad [a,b] di una
funzione di classe C* definita su un aperto che include il chiuso [a,b]. Questa proprieta in
generale non vale passando a funzioni definite su sottinsiemi di R™ con n > 1, invece che su
[a,b]. Tuttavia esistono importanti risultati a riguardo, sotto opportune ipotesi, in particolare
due famosi teoremi dovuti rispettivamente a Whitney e Seeleyﬂ

(3) E importante osservare che nella definizione la condizione f € C([a,b]) non richiede
automaticamente che esistano la derivata destra in a e la derivata sinistra in b:

. flath)— f(a) F(b+h)— f(b)
Dt fla = hll%lJr h h :

, D7 flp:= lim 1.2
Tl h—0— (1.2)
Richiede invece che, tra le altre cose, esistano finiti ¢ limiti delle derivate, calcolate in (a,b),
verso a da destra e verso b da sinistra:
d
€eR, dlim ar

r—b— AT

eR.

x

3 lim ﬁ
z—at AT

T

In generale questa seconda condizione ¢ pitt debole della richiesta di esistenza di Dt f|, e D™ f|p.
Si deve tuttavia osservare che I'ulteriore richiesta che f sia continua in a e b (richiesta inclusa in
f € C'([a,b])), implica che esistano finite le derivate destre e sinistre e coincidano con i rispettivi
limiti delle derivate come banale conseguenza del teorema di Lagrange:
ADT fl, = lim a eR, 3D f|p= lim qa
dx z—b— d

z—at X

eR.

xT

T

Definizione 1.3.  Un’applicazione continua f : [a,b] — R" (0 C") & detta essere C* a tratti,
con k =1,2,...,00, se esistono un numero finito di punti a = t1 < to < ... < ty = b tali che
Il tr i) € C*([ty, tr41); R™) (rispettivamente C*([t,,t,+1];C")) ser=1,...,N — 1.

Nel caso n > 1, la funzione f di sopra si dice curva (o cammino o arco) C* a tratti.

Il simbolo V — detto nabla — indica il vettore colonna di derivate (%, %, ceey %)t, dove
z', ..., x" sono le coordinate standard di R™. Tale simbolo viene usato come precisiamo di
seguito.

Se f:R"™ — R o C, Vf indica il gradiente di f, cioe il vettore colonna le cui componenti

sono le derivate parziali di f. Il gradiente V f viene anche indicato con grad f.

'Dal teorema di Seeley segue che, se { & una cosiddetta varieta con bordo infinitamente differenziabile sottova-
rietd di R™, dove  C R™ ¢ aperto, allora f € C*(Q), con k > 1, se e solo se f ¢ la restrizione a Q di una funzione
k n
g € C°(R"™).



Nel caso in cui f: Q — R, Q2 C R" aperto non vuoto, sia differenziabile in un punto xg € €2, il
gradiente in tale punto individua I'operatore lineare nel secondo membro della 1)

Laﬂo(h) = vf|350 N,

dove - e il prodotto scalare standard in R".
Se V : R™ — R” & un campo vettoriale, V - V indica la divergenza di V, cioe il campo scalare:

dove V* indica la k-esima componente di V. La divergenza V-V viene anche indicata con divV .
Se V : R? — R? & un campo vettoriale, V AV indica il rotore di V, cio¢ il campo vettoriale:

ov? 8V3> (av3 8V1> (8V1 8V2>
€1 €2 €3,

VAV:= <8x3 022 oxl a3 022 Ox!

e1,ea, e3 sono i vettori della base canonica di R3. Il rotore V AV viene anche indicato con rot V
e anche con V x V.

Infine, se f : R" - R o C, Af :=V -Vf = div grad f indica il laplaciano di f, cioe il
campo scalare:

Af = E .
i Oty

L’operatore A := V -V ¢ detto operatore di Laplace o laplaciano.

1.1.2 Alcune proprieta della connessione.

Ricordiamo che uno spazio topologico §2 si dice connesso se non si puo scrivere come 'unione
di due aperti non vuoti disgiunti. Se 2 C R" si dice che {2 ¢ connesso se ¢ tale rispetto alla
topologia relativa indotta da quella di R™ su di esso. Un risultato elementare della topologia di
R™, che useremo varie volte nel seguito, ¢ il seguente.

Proposizione 1.1. Se A C R" ¢é un insieme aperto non vuoto e connesso, allora é connesso
per archi continui e, piu fortemente, per archi C*> a tratti .

Dimostrazione. Osserviamo preventivamente che le curve C* a tratti sono, per definizione,
anche continue; per cui e sufficiente provare la tesi nel caso di curve C* a tratti. Se p € A
(aperto di R™ non vuoto connesso) sia C), il sottoinsieme dei punti ¢ di A per cui esiste una

2Gi osservi che, con la nostra definizione, potrebbe esiste il gradiente di una funzione in un punto ma la funzione
potrebbe non essere differenziabile nel punto considerato. Tuttavia tale eventualita non si presentera.
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curva C™ a tratti v : [a,b] — A con y(a) = p e v(b) = q e N, il sottoinsieme dei punti ¢ di
A per cui non esiste alcuna curva C* a tratti v : [a,b] = A con y(a) = p e v(b) = ¢q. Cp
¢ aperto come proviamo ora. Se ¢ € (), dato che ¢ € A aperto, esiste una palla aperta B
centrata in ¢ tutta contenuta in A. I punti ¢’ di B sono connettibili a p dal cammino conti-
nuo, tutto contenuto in A, che si ottiene prolungando una curva C tratti v da p a ¢ tutta
inclusa in A in un segmento da ¢ a ¢’, che giace su un raggio di B. La curva ottenuta in
questo modo e, evidentemente, ancora C° a tratti e quindi B C C,. N, ¢ anch’esso aperto:
sia B’ C A una palla aperta centrata in ¢’ € Np. Se un punto ¢” € B’ fosse connettibile a
p da un arco C* a tratti incluso in A, lo sarebbe anche ¢’, prolungando tale cammino in un
raggio da ¢” al centro della palla ¢’. Quindi B’ C N, e, conseguentemente, N, & aperto. Dato
che l'aperto A = C, U N, & connesso e gli aperti Cp, e N, (che sono tali anche nella topologia
di A) sono disgiunti con C), # @, deve essere N, = &, cioe A & connesso per archi C* a tratti. O

Osservazioni 1.2. Lo stesso ragionamento di sopra si puo ripetere usando curve = : [a, b] —
R™ di classe C'°° che escono da p € A e raggiungono ¢ € A. L’unica ostruzione per arrivare alla
conclusione che Cp, e N, sono aperti ¢ che quando si prolunga la curva detta in una curva v/
prolungando 7 in un segmento segmento dato da un un raggio della palla B sopra introdotta,
si produce una curva C* a tratti: un possibile punto non C°, I'unico, & proprio il raccordo
tra la curva inziale ed il raggio della palla B. E abbastanza evidente, ma cid richiederebbe
qualche dettaglio tecnico che non discutiamo, che sia sempre possibile modificare la curva ' in
prossimita di tale punto ottenendo una curva ovunque C'°°, tutta contenuta in A, che congiunge
p a ¢q. Pertanto ’enunciato della proposizione precedente puo essere rinforzato rimuovendo la
locuzione “a tratti” dalla tesi.

Una proprieta elementare degli spazi topologici connessi che useremo alcune volte ¢ la seguente.

Proposizione 1.2.  Uno spazio topologico €} é connesso se e solo se gli unici suoi sottoinsiems
simultaneamente aperti e chiusi sono & e € stesso.

Dimostrazione. Dimostriamo che {2 contiene un sottoinsieme aperto e chiuso diverso da @ e
Q) stesso se e solo se {2 non e connesso. Questo ¢ sufficiente a provare la proposizione.

Se 2 non & connesso allora ¢ unione di due aperti non vuoti disgiunti Q = AU B. L’aperto A
& chiuso perché il suo complemento B & aperto e A #£ (), A # & per ipotesi. Viceversa, se 2
contiene un aperto A che e anche chiuso e che & diverso da 2 e @, allora B := Q \ A & aperto,
non vuoto, disgiunto da A e 2 = AU B e pertanto {2 non & connesso. |

La proposizione precedente si applica in particolare ai sottoinsiemi connessi di 2 C R", facendo
riferimento alla loro topologia relativa.
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1.1.3 Norme e seminorme.

Ricordiamo qualche utile nozione, che dovrebbe gia essere nota, riguardante gli spazi normati.

Definizione 1.4. Se X & uno spazio vettoriale sul campo K che puo essere indifferentemente
R o C, una norma, p : X — R & un’applicazione che gode delle seguenti proprieta.
stretta positivita: p(v) > 0 e p(v) = 0 implica v = 0, per ogni v € X,
omogeneita: p(av) = |a|p(v) per ogni v € X e ogni a € K,
disuguaglianza triangolare: p(u + v) < p(u) + p(v) per ogni u,v € X.
Ogni spazio vettoriale dotato di norma (X, p) si dice spazio normato.
Nel caso che, a parita delle rimanenti richieste, la stretta positivita venga indebolita in:
positivita: p(v) > 0 per ogni v € X,
allora p ¢ detta seminorma. <

Nel seguito useremo la notazione standard || || per le norme e, qualche volta, anche per le
seminorme.
Ogni spazio normato € uno spazio topologico metrico, quando la distanza ¢ definita come:

d(u,v) :=||lu—v|| per ogni u,v € X.

Si osservi che tale distanza & invariante per traslazioni: d(u+ w, v+ w) = d(u,v) se u,v,w € X.
Una base per la detta topologia e quella data dalle solite palle (metriche) aperte di centro
x € X e raggio r > 0 arbitrari:

B, (z) ={ue X |||lu—=z| <r}.

La topologia costruita in questo modo soddisfa la proprieta di Hausdorff: per ogni coppia di
punti esistono due insiemi aperti disgiunti che contengono rispettivament i due punti.
Nel caso lo spazio vettoriale X sia dotato di una seminorma p, le palle aperte:

B.(z) ={ue X |plu—z)<r},

sono ancora la base di una topologia naturale su X. Tuttavia la proprieta di Hausdorff non &
garantita in generale.

Lo spazio vettoriale complesso C°(K; C) delle funzioni continue a valori complessi sul compatto
non vuoto K C R™ & uno spazio normato rispetto alla norma:

|[flloo := sup [f(z)] .
zeK

Sullo spazio vettoriale complesso C!([a,b]; C) delle funzioni derivabili con derivata continua a
valori complessi, definite sull’intervallo compatto [a,b] C R, la funzione p : C([a, b]; C) — R:

df (x)
dx

p(f) = su

z€la,b]
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non € una norma, ma solo una seminorma. Per cui lo spazio non € normato. E invece una norma
su C([a, b]; C):
A== 1l 1o +2(f) -

La funzione p sopra definita diventa una norma se, per esempio, la si restringe al sottospazio
delle funzioni di C([a, b]; C) che si annullano in a.

Ricordiamo infine che in uno spazio metrico (X, d), e quindi in particolare in uno spazio normato,
una successione {z,}neny C X € detta essere di Cauchy, se per ogni € > 0 esiste N > 0 per
cui d(zy, zm) < € se n,m > N. Evidentemente ogni successione convergente a qualche punto di
X ¢ automaticamente di Cauchy, ma non vale il viceversa in generale. Uno spazio metrico (ed
in particolare uno spazio normato) in cui ogni successione di Cauchy converge a qualche punto
dello spazio e detto essere completo.

1.1.4 Risultati elementari sulle serie di funzioni.

Per concludere, riportiamo i teoremi classici di scambio del simbolo limite e derivata con quelli
di serie ed integrale, preceduti dall’utile teorema di Weierstrass detto della convergenza totale e
dal teorema sulla continuita del limite della serie di funzioni continue quando la convergenza e
uniforme.

Teorema 1.1. (Convergenza totale di Weiestrass.) Sia {fn}nen una successione di

funzioni definite sull’insieme S a wvalori in C (o R). Se esiste una successione di costanti
{cn}tnen con 0 < |fn(z)| < ¢, per ogni x € S e tale che:

+oo
Z Ccp < +00,
n=0
allora la serie di funzioni su S':
+00
> f(@)
n=0
soddisfa:

(a) S0 | fu(x)| < +o00 per ogni x € S;
(b) esiste (ed é unica) una funzione f definita su S tale che

+o0
Z fu(x) = f(x) per ogni x € S;
n=0

(¢) la convergenza della serie in (b) é uniforme su S, cioé:

sup —0 per N — +o0.

zeS

N
fl@) =" falx)
n=0
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Osservazioni 1.3.  Si noti che, nelle ipotesi del teorema, anche la serie S729 | f ()| con-
verge uniformemente: se le ipotesi del teorema sono soddisfatte, anche la serie Z:{i% gn(x) con
gn(x) :=|fn(x)| le soddisfa, per cui (c) ¢ valido anche per tale serie.

Dimostrazione del teorema della convergenza totale di Weierstrass. Valendo | f,,(z)| <
cn e 3120 e, < 400, il criterio del confronto assicura che Y729 | f,(z)| < 400 per ogni z € S
e quindi la successione {Sy(2)}yen delle ridotte Sy (z) := SN | fu(x)| & una successione di
Cauchy. Fissato z € S,

M N M M
n=0 n=0 n=N+1 n=N+1

= |Syv(x) — Sny(z)| per ogni NyM € Ncon M > N.

Concludiamo che la successione {sy(z)}nen delle ridotte sy(z) := SN f(x) & anch’essa
una successione di Cauchy, e quindi la serie "9 f,,(z) converge per ogni fissato x € S per
la completezza di C. Viene a definirsi in tal modo una funzione, unicamente determinata da:
F(@) = Y425 faula).

Non resta che mostrare che la convergenza della serie ad f € uniforme in x. Dato che la serie
delle costanti non negative ¢, converge, il resto di tale serie deve tendere a zero: per ogni € > (
possiamo trovare N € N tale che:

—+00
0< Z cp, <€ seng>N.
n=ng+1
Di conseguenza, se ng > N:
+00 no 400 400 400
S k@)=Y fl@)| =] Y f@|< D @< Y am<e Vzes.
n=0 n=0 n=ng+1 n=ng+1 n=ngp+1

Abbiamo provato che, per ogni € > 0 esiste N € N tale che, se n > N:

400 no
> fal@) =) fal@)
n=0 n=0

In altre parole la convergenza della serie ¢ uniforme. Si osservi che, dato che la stima di sopra
non dipende da x € S, varra anche prendendo 'estremo superiore su z € S, al pitl rimpiazzando
< con <: per ogni € > 0 esiste N € N tale che, se ng > NV:

+o0 no
> fa(@) =3 fala)
n=0

n=0

<e VxesS.

sup
zeSsS

<e,
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che ¢ lo stesso che dire:

sup
z€eS

— 0 per ng — +o0.

f@) =) fal@)
n=0

a

Osservazioni 1.4.  Le serie reali assolutamente convergenti possono essere riordinate a piaci-
mento senza alterarne la somma per il teorema del riordinamento di Riemann [Gi03], il risultato
puo essere esteso, in forma modificata, al caso di serie di numeri complessi con una versione
elementare del teorema di Steinitz.

Teorema 1.2. (Riordinamento delle serie complesse.) Si consideri una serie di numeri
complessi Z:i% cn. Vale quanto seque.

(a) Se la serie converge assolutamente allora esiste un unico s € C tale che, per ogni funzione
biettiva f : N = N, vale Ziﬁ% Cf(n) = s dove la convergenza ¢ assoluta.

(b) Se la serie converge, ma non converge assolutamente, allora esiste (non vuoto) un insie-
me S C C di punti ¢ per cui e possibile trovare una funzione biettiva f. : N — N tale che
Z:i% Cf.(n) = ¢. Tale insieme puo essere solo di uno dei due sequenti tipi:

(1) S =R,

(ii) S ={at+b|t € R} per a,b € C con a # 0 costanti individuati dalla serie data.
¢

Si noti che, di conseguenza, una serie di numeri complessi Z:i% cn, € assolutamente convergente

se e solo se comunque la si riordini converge sempre allo stesso valore s € C, cioe esiste s € C
of +o00 —

tale che, per ogni f: N —= N, Y "2 crp) = s.

Procediamo con gli altri teoremi classici sulle serie di funzioni.

Teorema 1.3.  Sia {f,}nen una successione di funzioni continue definite su S C R™ a valori
in C (o R). Valgono i fatti sequenti.
(a) Se esiste f: S — C tale che:

lim f,(x) = f(x) per ognixeS,

n—-+00

dove la convergenza € uniforme, allora f é continua su S.
In tal caso, per ogni compatto K C S, vale:

/Kf(x)dma::/K lim f,(x)d™z = lim /Kfn(a?)dmx

n—-+oo n—-+oo

(b) Se esiste F': S — C tale che:

400
an(x) = F(xz) perognix €S,
n=0
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dove la convergenza della serie € uniforme, allora F & continua su S.
In tal caso, per ogni compatto K C S, vale:

/K F2)d™s = /K :é fn(x)dmx::;oz /K Fo(@)d™s
&

L’integrale ¢ indifferentemente interpretabile nel senso di Riemann o Lebesgue se K ¢ misurabile
secondo Peano-Jordan, altrimenti si deve intendere nel senso di Lebesgue.

Dimostrazione. E evidente che ¢ sufficiente provare la tesi nel caso di f. I caso della serie si ri-
duce al precedente considerando la successione delle ridotte { Fy;, }rmen, con Fi(2) := Y 1t fu(2),
che ¢ costituita da funzioni continue perche somme finite di funzioni continue.

Proviamo dunque che, nelle ipotesi del teorema, f & continua nel punto generico xz € S.

Per costruzione possiamo sempre scrivere, se y € S en € N:

[f(@) = fW)] = [f(2) = fal@) + fo(x) = fuly) + fuly) = F(y)]

< [f(2) = fu(@)| + | ful2) = fu(W)] + [fuly) = F()]-

Fissato € > 0, esiste N € N tale che, se n > N allora |f(z) — fn(2)| < €/3 per qualsiasi z € S,
a causa della convergenza uniforme della successione. Pertanto, per ¢ > 0 fissato, considero
n = N + 1 trovando, per ogni scelta di z,y € S:

[f (@)= fW)] < [f (@) = fa(@)]+ | fn(x) = fa )]+ [fu(y) = F()] < €/3+[fni1(@) = Fnia(y)[+€/3.

Dato che la funzione fx 1 € continua, posso anche trovare § > 0 tale che, se ||z —y|| < J, allora:

|fnyi(x) — fnea(y)] < e€/3.

Mettendo tutto insieme, abbiamo provato quanto segue per ogni fissato x € S. Se € > 0 esiste
d > 0 tale che, se ||z — y|| < 4, allora:

[f(z) = fly)l <3e/3=¢.

In altre parole f & continua in z. La seconda affermazione in (a) segue dalle proprieta elementari
dell’integrale, tenendo conto del fatto che la misura dei compatti e finita, che le funzioni continue
sono limitate sui compatti e che la convergenza della serie delle f,, & uniforme:

OS‘/ fd”m—/fnd"x
K K
O

< / |f ()= fn(z)|d"z < sup |f(1:)—fn($)|/ 1d"z — 0 sen — +o0.
K zeK K

Osservazioni 1.5. La prima parte dei punti (a) e (b) funziona anche considerando funzioni
continue definite su uno spazio topologico arbitrario S ed a valori in R¥ o C*, usando sul codo-
minio la norma naturale di, rispettivamente, R* o C* anziché il modulo, con un’ovvia estensione
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della nozione di convergenza uniforme. La dimostrazione ¢ immediata.
Per quanto riguarda la seconda parte, che coinvolge la nozione di integrale, essa & valida se S ha
misura finita ed usando una misura in cui la funzioni continue su S siano misurabili (tipicamente
una misura di Borel). In realta nel caso valgono i pit utili e generali teoremi della convergenza
monotona e della convergenza dominata che richiamiamo in appendice.

Teorema 1.4.  Sia {fn}nen una successione di funzioni f, : S — C (o R) con S C R™ aperto
tale che, rispetto ad una fissata coordinata x*, esistano le derivate % e definiscano funzioni
continue su S. Vale quanto seque.

(a) Se la successione { f,}nen converge puntualmente su S e la successione {gi};} oy converge
n

uniformemente su S, allora si puo derivare nella variabile 2* la prima successione sotto il segno
di limite:

lim f,(z)= lim kf"( x) Vres.

6xk n—-+0oo n—-+oo Ox

+oo Ofn
n=0 gzk

mente su S, allora si puo derivare nella variabile ¥ la prima serie sotto il segno di serie:

(b) Se la serie Z:{Z& fn converge puntualmente su S e la serie converge uniforme-

0 X = 9
Wan(x):Zan(x) Vres.
n=0 n=0
¢

Dimostrazione. Come per il teorema precedente ¢ sufficiente provare (a), dato che (b) & un
immediato corollario lavorando con le successioni di ridotte delle serie.

Senza perdere generalitd supporremo k& = 1. Indicheremo con z la variabile 2! e con y le
rimanenti m — 1 variabili. Per ipotesi abbiamo che:

_ Ofa(z,y)

lim S = g('rvy) )

n—+00 ox

dove la funzione g : S — C & continua, per il teorema [I.3] dato che ¢ limite uniforme di funzioni
continue. Fissiamo (z9,y) € S e lavoriamo in un m-quadrato aperto, @, sufficientemente piccolo
che include (xg,y) e tale che @ C S: tale @ esiste perché gli m-quadrati aperti sono una base
della topologia di R™ e S & aperto. Dato che la successione converge uniformemente possiamo
scrivere, applicando il teorema [1.3]

v T Ofad, y) / 3fn "y
/ r
/xo 9(1’ 7y)d.’13 = /xo nEI—Poo 48,I n—>+oo )

per ogni z tale che (z,y) € Q. Applicando il secondo teorema fondamentale del calcolo (essendo
le derivate che appaiono nell’ultimo integrale delle funzioni continue) e tenendo conto che la
successione delle f,, converge ovunque su S:

n——+o00 n—

/g(ﬂf/,y)dw’zngrfoo(fn(x,y)—fn(a:my)): lim fa(z,y) = lim fu(wo,y) .
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Dato che la funzione g ¢ continua, possiamo applicare il teorema fondamentale del calcolo,
derivando in z, per x = xg, i due membri (notando che lim,, 1o frn(x0,y) non dipende da x),
ottenendo:

lim  fa(z,y) .

ox r=0 n—+o00

g(wo,y)

Dato che (z9,y) € S & arbitrario, possiamo riscrivere l'identita di sopra:

oy) = 2 lm fulw,y) V(oy)es.

0x n—+oo

Per definizione di g, abbiamo ottenuto che su S:

N P R N LG b

Questo ¢ quanto volevamo provare. O

Osservazioni 1.6. Come si evince dalla dimostrazione, la validita della tesi ¢ garantita sotto
le ipotesi pitu deboli che le derivate parziali % esistano, siano continue nella sola variabile z* per
27 fissate con j # k e che la successione/serie di tali derivate parziali converga uniformemente
in 2* quando le rimanenti variabili sono fissate in un intorno “rettangolare” di ogni = € S.

In appendice riportiamo alcuni teoremi piu generali di quello appena visto, riguardanti lo scambio
del simbolo di derivata e quello di serie (e anche quello di integrale) basati sulla teoria della
misura generale.

1.2 Motivazioni fisico matematiche per lo studio delle equazio-
ni differenziali alle derivate parziali del secondo ordine: le
equazioni di Maxwell.

In fisica molto spesso le leggi che descrivono la dinamica di un certo sistema fisico, ed in par-
ticolare certe grandezze differenziabili dipendenti dal tempo e dal posto, sono date in termini
di equazioni differenziali alle derivate parziali tra queste grandezze. Una tale equazione & una
(o piu) relazione tra le derivate (in generale di ordine arbitrario) nello spazio e nel tempo delle
grandezze considerate. Ci si aspetta che, assegnando qualche ulteriore informazione (dati iniziali
e/o al contorno), le equazioni considerate ammettano una ed una sola soluzione.

L’importanza in fisica delle equazioni differenziali alle derivate parziali & evidente studiando la
storia della fisica. Tale teoria permette di dare una formalizzazione adeguata delle equazioni
fondamentiali che riguardano i sistemi fisici che hanno un’estensione non puntiforme e sono dun-
que descritti da funzioni del posto e del tempo (densita, campi di velocita, campi di forze,...).
Tali sistemi non puntiformi sono presenti in vari rami della fisica come la meccanica dei mezzi
continui, la fluidodinamica, la teoria dei campi classica, relativistica e quantistica-relativistica.
Un capitolo importante sia dal punto di vista fisico che da quello matematico ¢ quello che ri-
guarda la teoria classica dell’elettromagnetismo.
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Nel diciannovesimo secolo la formalizzazione teorica completa della teoria Elettromagnetica fu
data da J. C. Maxwell. Le sue quattro equazioni differenziali lineari alle derivate parziali per il
campo elettrico E = E(t,x) ed il campo magnetico B(t, x):

V- E(t,x) = 47p(t,x)
VA Bl = 1980 %
c Ot (1.3)
V- B(t,x)=0
47 10E

VA B(t,x) = ?J(t,x) + Eﬁ(t’x)
assieme alle legge di conservazione della carica e alla forza di Lorentz che vedremo piu avan-
ti, descrivono completamente (nell’ambito della fisica classica) il sistema fisico dato dal campo
elettromagnetico ed dalle sue sorgenti p,J (vedi oltre) considerati come funzioni assegnate. Dal
punto di vista della teoria delle equazioni alle derivate parziali, il problema matematico e quello
di determinare le funzioni a valori vettoriali E = E(¢,x) e B = B(¢,x) quando sono assegnate
le funzioni p e J ed ulteriori dati detti dati iniziali e condizioni al contorno.
L’esempio delle equazioni di Maxwell ¢ pero interessante in questa parte del corso dal punto
di vista didattico perché permette di introdurre diversi operatori differenziali ed alcuni teoremi
generali che vengono adoperati in tutta la teoria classica delle equazioni differenziali alle derivate
parziali. Nel seguito riassumeremo alcuni aspetti matematici delle equazioni di Maxwell.

Osservazioni 1.7. Il simbolo ¢ che appare nelle equazioni scritte sopra € una costante con il
valore della velocita della luce, circa 300.000 km/s. Deve essere precisato che 'espressione delle
equazioni scritte puo variare a seconda del sistema di unita di misura che si sceglie. In pratica
con scelte diverse del sistema di unita di misura possono apparire costanti differenti da ¢ davanti
ail campi elettrici e magnetici ed anche i fattori che includono 7 possono essere differenti. Il
sistema, di unita di misura che stiamo usando per scrivere le equazioni di Maxwell &€ noto come
sistema CGS di Gauss.

1.2.1 Equazioni di Maxwell in forma integrale.

In presenza di campi elettromagnetici E = E(t, x) e B(t, x) assegnati in un sistema di riferimento
# con coordinate cartesiane solidali x = (z,y, z) € R3 e coordinata temporale ¢ € R, una carica
puntiforme ¢ & sottoposta ad una forza detta di forza Lorentz descritta da, se x(t) e v(t) sono
la posizione e la velocita della carica nel riferimento .# al tempo t:

F(t,x(t), v(t)) = ¢ B(t, x(t)) + %v(t) A B(t,x(t)) . (1.4)

In riferimento alle coordinate di .# suddette, in ogni regione spaziotemporale aperta nella quale
sono definiti i campi E e B, valgono le celeberrime equazioni di Maxwell con sorgenti (nel
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vuoto):

E- ndS—47r/ dr,

?{av L d 1%
]ZE dx = ——— B~ndS,
C

oV
jZB dX:— J. ndS+1d/ E -ndS,
C So dt

dove, V' & un volume in quiete in .# il cui bordo dV & una superficie chiusa regolare orientabile
(cioe il vettore normale ¢ definibile con continuita su tutta la superficie senza che si annulli in
alcun punto di essa) ed il versore normale ¢ indicato con n. L’orientazione di n € uscente, come
indicato dal segno + davanti a V. C' e una curva, con vettore tangente non nullo, chiusa, in
quiete in .Z, che ¢il bordo della superficie regolare 3. Il versore normale a ¥ & orientato con
la legge della mano destra rispetto al vettore tangente a C. p = p(t,x) e J(¢,x) sono rispet-
tivamente la densita (volumetrica) di carica elettrica (pertanto la carica complessiva presente,
all’istante ¢, in un fissato volume si ottiene integrando la funzione p(t,x) nella variabile x nel
volume detto) ed il vettore densita di corrente elettrica. Quest’ultimo puo essere pensato come
della forma J(t,x) = p(t,x)V(t,x), dove V &il campo di velocita delle cariche elettriche con
densita di carica p. Se sono presenti piu tipi di portatori di carica (per esempio elettroni e ioni),
questa forma elementare della densita corrente deve essere modificata. La regolarita dei campi
e delle densita e supposta tale da dare senso alle equazioni scritte.

Le equazioni di Maxwell scritte sopra sono in forma integrale. Mostreremo tra poco come tra-
scriverle in forma di equazioni differenziali alle derivate parziali. Per fare cido dobbiamo ricordare
qualche teorema di analisi elementare.

1.2.2 Teoremi di Gauss, Stokes ed equazioni di Maxwell in forma differenziale
locale.

Ricordiamo che una funzione misurabile f : A — C (o R), con A C R™ misurabile, & detta inte-
grabile secondo Lebesgue, oppure equivalentemente assolutamente integrabile secondo
Lebesgue oppure equivalentemente Lebesgue-integrabile, se

/ |fld"z < 400,
A

dove d"x denota la misura di Lebesgue su R". L’insieme delle funzioni Lebesgue integrabili si
denota con Z'(A). Supporremo nota la teoria elementare della misura di Lebesgue in R™ e le
sue relazioni con la teoria dell’integrazione secondo Riemann.
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Ricordiamo ora i teoremi di Gauss (noto anche come “teorema della divergenza”) e di Stokes.

Teorema 1.5. (di Gauss). Sia Q un aperto non vuoto di R, la cui chiusura Q) ¢ compatt
e tale che il suo bordo 052 sia una superficie regolare orientabile con versore normale n orientato
in maniera uscente. Se F : Q — R"™ ¢ di classe C*(Q;R™) N C°(;R™), allora vale la formula

di Gauss:
f F-ndS:/V-Fd”x, (1.6)
+0Q Q

dove il secondo integrale é un integrale di Lebesgue se V - F ¢ Lebesgue-integrabile su Q (e
cio accade in particolare se F € C1(Q;R™) ), altrimenti ¢ da intendersi come un integrale impro-
prio nel senso di Riemann.

Teorema 1.6.  (di Stokes). Sia C C R3 una curva chiusa, C* a tratti, con vettore tangente
mai nullo, orientata, bordo della superficie regolare X con n versore normale a X¢ orientato
con la legge della mano destra rispetto al senso di percorrenza di C'. Sia Q D XcUC un insieme
aperto e limitato. Se F : Q — R3® éun campo vettoriale di classe C1(2;R?), allora vale la
formula di Stokes:

7{F~dx: VAF -ndS. (1.7)
C Yo
¢

Osservazioni 1.8.

(1) La procedura per provare il teorema di Gauss nelle ipotesi indebolite data sopra ¢ la seguen-
te [VI84]. II teorema di Gauss viene inizialmente provato nel caso in cui entrambi gli integrali
esistono e sono ben definiti, cioe quando F € C''(Q, R"). L’insieme €2 ¢ misurabile secondo Lebe-
sgue, con misura finita essendo aperto e limitato. La chiusura & anch’essa Lebesgue-misurabile
ed ha la stessa misura di 2, in quando il bordo di 2 ha misura nulla (essendo una superficie
n — 1 dimensionale regolare). La misura di Peano-Jordan-Riemann di 2 coincide con la misure
di Lebesgue di 2. In questo caso l'identita ¢ verificata interpretando il secondo membro
come integrale di Riemann su Q oppure, equivalentemente, come integrale di Lebesgue su €2
essendo V - F continuo su €, i due tipi di integrali sono ben definiti e coincidono.

Quindi si passa ad indebolire l'ipotesi di regolaritadi F sul bordo di 2. In questa ipotesi
piu debole si considera una successione di aperti {2, }men, a chiusura compatta e bordo rego-
lare orientabile, che soddisfino: €, C Q2,41 C Q e con 012, incluso in un intorno apert di 002
di raggio €,, con €, — 0 se m — +o00. Evidentemente U,,cn$2,, = 2.

Per ogni €Q,,, I'identita e verificata interpretando il secondo membro come integrale di
Riemann su €2, oppure, equivalentemente, come integrale di Lebesgue su €2,, dato che F €

3Questo equivale a richiedere che linsieme aperto non vuoto € sia limitato.
4Se A C R", un intorno aperto di raggio e > 0 di A &l'insieme dato dall’unione di tutte le palle aperte di
raggio €, Be(x) centrate in x € A.
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CY(Qn, R™). Quindi si considerano i limiti:

lim F-ndS= lim V. -Fd"z.

m—-+oo +0Qm m—-+oo Qun

Dato che F e continua su €, si prova che il limite di sinistra esiste e coincide con

7{ F-ndS.
+0Q
In questo Uinterpretazione di ((1.6)) e :
f F-ndS= lim V-Fd'z. (1.8)
+09 m——+o00 Qi

Notare che il limite del secondo membro non dipende dalla classe degli €2,,, scelti, purché soddisfino
le ipotesi dette sopra. In questo caso il secondo membro dell’identita di Gauss ¢ interpretato co-
me integrale di Riemann improprio.
Nel caso in cui V - F sia anche (assolutamente) integrabile nel senso di Lebesgue su €2, possiamo
dire di piu. Definiamo xq,, : 2 — R come: xq,, (z) =1 per z € Q,, e xq,,(x) = 0 altrimenti.
Dato che su (2 vale:
IXQ, (2)V - F(z)| < |V - F(z)]

il teorema della convergenza dominata (vedi la sezione in Appendice) permette di concludere
che:
lim X0,V -Fd'z= lim V-Fd”x—/V-Fd”x.

Q Q

m—-+00 m—-+00 Qi

In riferimento a , possiamo ora dire che vale la dove il secondo membro dell’identita di
Gauss ¢ interpretato come integrale di Lebesgue.

(2) 1l teorema di Stokes si potrebbe enunciare con ipotesi molto pitt deboli, ma non ce ne occu-
paremo in questa sede.

Usando questi teoremi nelle equazioni di Maxwell in forma integrale, si arriva facilmente a
provare che, assumendo i campi di classe C'! nelle 4 variabili congiuntamente, essi soddisfano le
equaziont di Mazwell in forma differenziale locale, per ogni punto ed istante:
V- E(t,x) = 4mp(t,x)
10B
VAE((tx)=———(tx)
c Ot (1.9)
V- B(tx)=0
47 10E
VAB(,x)=—J( ——(t
(1) = 3(t%) + - 0E %)

A titolo di esempio, usando il teorema di Gauss, la prima equazione di Maxwell in forma integrale
puo essere riscritta:
/ V- Edga::47r/ pdiz
\% \%4
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da cui
/ (V- E—d7p) d®z =0, (1.10)

r

per ogni palla aperta V,. di raggio finito » > 0 centrata in xg. Se valesse
(v ’ E(t7X0) - 47Tp(taX0)) =1>0,

troveremmo una contraddizione. Infatti, per continuita , scegliendo r sufficientemente piccolo,
lintegrando assumerebbe in V,. valori in (I — €, +¢€) con I — e > 0, e pertanto

473

/ (V- E—4mp) d®x > (I —¢)
che contraddirebbe l'ipotesi . Si ottiene la stessa contraddizione assumendo I < 0. Con-
cludiamo che, per ogni punto (¢,x) € I x Q in cui vale la prima equazione di Maxwell in forma
integrale, deve valere anche la prima equazione di Maxwell in forma differenziale. Viceversa,
se vale la prima equazione in forma differenziale, integrandola su un qualunque insieme V' con
frontiera OV sufficientemente regolare contenuto nel dominio spaziale di validita delle equazioni,
ed usando il teorema di Gauss, si ottiene subito la prima equazione di Maxwell in forma inte-
grale su tale volume V. La terza equazione di Maxwell in forma differenziale si ottiene dalla
terza equazione in forma integrale con la stessa procedura. Le rimanenti due si ricavano dalle
corrispondenti equazioni integrali, con una analoga procedura, ma usando il teorema di Stokes
in luogo del teorema della divergenza. A titolo di esempio consideriamo la seconda equazione in
forma integrale:

>0,

%E-dx:—ld B -ndS.
C cdt So

se il campo B ¢ C! (congiuntamente in tutte le variabili), tale equazione si riscrive, passando
sotto il segno di integrale la derivata nel tempo:

?{ E-dx+/ 10B a5 =o.
C ch Ot

Usando il teorema di Stokes, dopo aver assunto anche il campo E di calsse C!, si arriva quindi

all’identita: 9B
[ (e 12B) as oo
o C at

Ammettiamo per assurdo che, al fissato tempo ¢y e nel punto xg, valga:

198

VA E|(t0,xo)+g ot =c#0.

(to,xo0)

Scegliamo C' come una circonferenza centrata in xg nel piano normale a ¢, e come Y il cerchio
associato a tale circonferenza, in modo tale che ¢-n =1 > 0. Con queste ipotesi deve essere

/ (V/\ E+18B>-ndS:0, (1.11)
e (& 373
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malgrado, esattamente al centro del cerchio, l'integrando valga I > 0 per ipotesi. Lo stesso
ragionamento che abbiamo usato per il teorema della divergenza, produce una contraddizione.
Infatti, dato che I'integrando in ([1.11]) & continuo, possiamo scegliere il raggio R > 0 del cerchio
Y¢ sufficientemente piccolo in modo che su ogni punto del cerchio I'integrando sia maggiore di
I — € >0 si trova: 5B
1
/ (V/\ E+f—) -ndS >7R*(I—¢) >0,

Se c Ot
in contraddizione con la seconda equazione di Maxwell in forma integrale. Pertanto per ogni
(to,x0) deve valere la seconda equazione di Maxwell in forma differenziale:

1 0B
T =0

(to,xo0)

VA E|(t0,x0) +

Per ottenere la quarta ed ultima equazione di Maxwell in forma differenziale dalla corrisponden-
te in forma integrale si procede nello stesso modo. E evidente che procedendo in senso inverso
nei ragionamenti, lavorando in tutto lo spazio R3, le equazioni in forma differenziale implicano
quelle in forma integrale. Tuttavia le equazioni in forma differenziale richiedono ipotesi piu forti
sulla regolarita dei campi.

Osservazioni 1.9.

(1) Se I C R & un intervallo aperto e 2 C R3 un aperto, per campi E e B di classe C*(I x ; R3)
e sorgenti p € CO(I x Q), J € C°I x Q;R3), le equazioni di Maxwell in forma differenziale sono
consequenza di quelle integrali assunte valide nello stesso insieme I x €. Nel caso = R? i due
set di equazioni sono equivalenti. Nel caso generale, ’equivalenza dei due set di equazioni si ha
solo se € ha una struttura topologica opportuna (vedi osservazione piu avanti).

(2) Le equazioni di Maxwell in forma differenziale, se si assumono i campi elettrico e magnetico
di classe C? e le sorgenti p e J di classe C'!, implicano facilmente la validita dell’equazione che
vincola le sorgenti dei campi:

dp
£ J=0. 1.12
o TV 0 (1.12)

(Per ottenere tale equazione ¢ sufficiente calcolare la divergenza dei due membri dell’ultima equa-
zione di Maxwell in forma differenziale, tenere conto del fatto che V- VA = 0 ed infine usare nel
risultato ottenuto Iidentita data dalla prima equazione di Maxwell differenziale.) Questa equa-
zione e detta equazione di continuita della carica elettrica ed esprime matematicamente
la legge di conservazione locale della carica elettrica. Essa ha un’equivalente forma integrale che
si ottiene integrando i due membri dell’equazione su un volume V C R? dato da un aperto a
chiusura compatta il cui bordo & una superficie chiusa regolare ed orientabile 0V, applicando
il teorema della divergenza ed, infine, portando la derivata nel tempo fuori dal segno di inte-
grazione spaziale (cio ¢ possibile dato che siamo nelle ipotesi del teorema osservando che
'integrale su V coincide con quello su K = V dato che 8V ha misura nulla):

d/ p(t,x)d>x = 7{ J(t,x) -ndS. (1.13)
dt Jy +ov
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Questa equazione dice che la variazione per unita di tempo della carica totale nel volume V' &
pari al flusso uscente della densita di corrente attraverso la frontiera di V' all’istante considerato.
Procedendo in senso contrario nelle implicazioni e tenendo conto dell’arbitarieta del volume V',
si verifica che I'identita , supposta valida per ogni istante ¢ volume V' abbastanza regolare,
implica ed € quindi equivalente alla , se i campi p e J sono di classe C'. Infatti la
si puo riscrivere, passando la derivata nel tempo sotto il segno di integrale ed usando il teorema
della divergenza:

/ (; (t,x) + Vx - J(t, x)> Br=0. (1.14)

Dato che questa identita vale per ogni volume V' abbastanza regolare (tale per cui possiamo
applicare il teorema della divergenza), ad un istante ¢, scegliamo come V una palla aperta
V = B,(x¢) di raggio r > 0 centrata in x¢. L’integrando f(¢,x) = %p(t,x) + Vx - J(t,x) &
continuo. Assumiamo per assurdo che f(t,x9) = I > 0. Per continuita, fissato ¢ > 0 per cui
I — e > 0, possiamo sempre trovare r > 0 tale che f(¢t,x) > 1 —e€ > 0se x € B,(xg). In tal caso
abbiamo 'assurdo

47r?

/13T(x0)<§t (£,3) + Vx J(tx)> d%z/B (I-e)d’z= 3 (I—¢€)>0

r(%0)

che contraddice la valida per ipotesi. Il caso I < 0 si tratta nello stesso modo. Si conclu-
de che la validita di (1.14]) per ogni scelta di V' sufficientemente regolare e per ogni tempo t &
equivalente alla per ogni tempo t e posizione x quando le funzioni p e J siano assunete
essere di calsse O,

(3) Nelle ipotesi di campi elettrico e magnetico di classe C?, le quattro equazioni di Maxwell in
forma differenziale, nelle regioni spaziotemporali in cui le sorgenti sono nulle, implicano la vali-
dita dell’ equazione delle onde di D’Alembert per ogni componente del campo elettromagnetico:

1 9°F

2 oe +AE'=0, peri=1,23
e 52

1 B!

2o +AB' =0, peri=1,23.

Per ottenere tali equazioni, in assenza delle sorgenti p e J, e sufficiente partire, rispettivamente
dalla quarta e dalla seconda equazione di Maxwell differenziale, derivarne i due membri rispetto
a t e quindi usare nel primo membro le identita date, rispettivamente dalla seconda e dalla terza
equazione. Si deve quindi usare l'identita operatoriale:

VA(VAA) =—-AA+V(V-A),

usando infine il fatto, dato dalla prima e terza equazione di Maxwell, che V- E=0e V-B = 0.
Queste equazioni implicano che, in assenza di sorgenti e nel vuoto, i campi descrivano propaga-
zioni ondose che si propagano alla velocita della luce ¢ (la luce € un’onda elettromagnetical).

(4) Nel ventesimo secolo la teoria di Maxwell ha avuto ulteriori sorprendenti sviluppi, infatti
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nel 1905 I’articolo di Einstein sulla relativita ristretta ha sottolineato la covarianza relativistica
delle equazioni di Maxwell, ovvero il fatto che queste sono valide in un qualsiasi sistema di
riferimento inerziale pur di cambiare profondamente la struttura geometrica dello spaziotempo
ed entrando nella teoria della relativita speciale. Lo sviluppo della teoria da un punto di vista
quantistico inizia negli anni venti con ’equazione di Dirac e culmina qualche decennio piu tardi
con quella parte della teoria dei campi quantizzati nota come elettrodinamica quantistica. Non
bisogna assolutamente pensare pero che tutto cio che c’era da scoprire & stato ormai compre-
so: l'elettodinamica quantistica ¢ una teoria che, pur avendo ottenuto dei successi sperimentali
sorprendenti, manca ancora di una formalizzazione matematica rigorosa che vada oltre la teoria
perturbativa.

1.3 Equazioni differenziali del secondo ordine quasilineari

In questo corso ci concentreremo essenzialmente su una classe di equazioni differenziali che
andiamo a descrivere. Un’equazione differenziale su 2 C R™ aperto non vuoto e connesso, a
derivate parziali (PDE) del secondo ordine ed in forma quasi lineare, & un’equazione della
forma:

Zn: aij(:c)ﬂ + ®(z,u(x), Vyu) =0 (1.15)
P 8x183ﬂ ) ) x - i .

dove u = u(z), con z := (x',.... z"). & la funzione reale incognita da determinarsi. Si suppone
) ) ) )

u € C%(Q) mentre le funzioni reali assegnate a® e ® sono (almeno) di classe C? rispettivamente
su 2 esu xR xR" Infine V,u denota in gradiente della funzione w.

Ovviamente & supposto che le funzioni ¢ non siano tutte identicamente nulle su  (in tal caso
non avrebbe senso chiamare ’equazione di sopra “del secondo ordine”). La matrice A(x) i cui
coefficienti sono i numeri a*(z) si dice matrice caratteristica, nel punto z, dell’equazione
. Tale matrice & assunta essere simmetrica punto per punto: a”(x) = a’'(x) se siamo
nelle ipotesi di regolarita C? di u: una eventuale parte antisimmetrica sarebbe automaticamente
cancellata nella a causa del teorema di Schwarz (lo si provi per esercizio). L’equazione
¢ detta lineare quando ha la forma specifica:

n - 2,, n w
. )i+ S B o+ elu(e) = (o), (1.16)
k=1

ij=1

dove, a parita delle altre condizioni, le funzioni assegnate b*, ¢ e f sono (almeno) di classe C?
su 2. Nel caso in cui la funzione f & identicamente nulla su €2, I’equazione lineare si dice omo-
genea. La funzione f, quando presente, ha spesso il significato fisico di sorgente (per esempio
di carica, di corrente elenttrica, di calore, di oscillazioni, ecc.)

Di particolare interesse ¢il caso bidimensionale in cui  C R2, useremo in questo caso le
coordinate (z,y) in luogo di (x!,2?). In questa situazione I’equazione si riscrive:

a(:c, y)u:vw + Qb(.f(}, y)uwy + C(xv y)“yy + q)(xa Y, u(xa y)? Ug, uy) = 0 ’
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dove con u, e u, sono rispettivamente Ou/dzr e du/0y mentre con u,, abbiamo indicato la
derivata seconda in x di u, con Uy, (= uy, se u € C*(2) come assunto) abbiamo indicato la
derivata seconda mista (in « e y) di u e con u,, abbiamo indicato la derivata seconda in y di u.
Le funzioni a¥ che determinano la matrice caratteristica dell’equazione, si possono ora scrivere
come:
a* =a, a¥=d""=b, ad¥=c.

Osservazioni 1.10.  Le equazioni di Maxwell prima descritte, non sono equazioni differenzia-
li del secondo ordine, ma possono essere riscritte in modo che lo diventino, introducendo delle
grandezze ausiliarie dette potenziali elettromagnetici, dei quali non ci occuperemo in questa se-
de se non in una versione ridotta, discutendo le equazioni del secondo ordine di tipo ellittico.
Tratteremo invece altre equazioni che discendono dalle equazioni di Maxewll, come quella di
D’Alembert precedentemente introdotta.

Vogliamo arrivare a discutere un’importante classificazione delle PDE del secondo ordine quasi
lineari [VI84]. La classificazione & dovuta alle proprieta della forma quadratica indotta dalla
matrice di coefficienti a*/(z) e dipende dal punto considerato. Per arrivare ad enunciare tale
classificazione, ma anche per motivi piu generali, studiamo come 1’equazione cambia al
variare delle coordinate utilizzate, cosa che discuteremo nel prossimo paragrafo.

1.3.1 Trasformazioni di coordinate e struttura delle equazioni quasilineari
del secondo ordine

Consideriamo una trasformazione di coordinate y = y(x) dove z € Q. Assumiamo che la
trasformazione sia (almeno) di classe C%(Q; R"), che sia invertibile e che la sua inversa sia una
funzione di classe C%(Q);R"), dove € C R™ &, per ipotesi, un insieme aperto connesso su cui
variano le coordinate y. Di conseguenza avremo che la matrice Jacobiana della trasformazione
e non nulla in ogni punto x € Q. Infatti, nelle ipotesi fatte possiamo scrivere:

v =y'(x(y)),

ed, applicando la regola di derivazione di funzioni di funzioni abbiamo che
oyt Oxk
j 8y3 Z xk dyi

Equivalentemente, se J ¢la matrice jacobiana della trasformazione y = y(z) e J' quella della
trasformazione inversa z = x(y), l'identita di sopra si scrive

I=JJ.

In particolare quindi: 1 = det Jdet.J’' e pertanto det J # 0. Faremo uso tra poco di questo
risultato.

Osservazioni 1.11. Prima di procedere oltre, ¢ interessante notare come invece di richiedere
dall’inizio che l'inversa x = z(y) di y = y(x) esista e sia di classe C? su un domiunio dato
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da un aperto ' 3 y, avremmo potuto chiedere, con lo stesso risultato finale, che la funzione
y = y(z) € R" fosse in C?(£2;R™), iniettiva e con matrice jacobiana J ovunque non singolare.
Infatti, sotto tali ipotesi, per il teorema della funzione inversa : (1) la funzione y = y(z)
¢ funzione aperta e pertanto 'immagine ' di Q secondo y = y(x) & aperto (e connesso visto
che la funzione considerata ¢ continua e {2 € connesso); (2) la funzione inversa x = z(y) ¢in
C?(QY;R™).
Nelle ipotesi fatte la funzione u potra essere espressa in funzione delle nuove coordinate y*, .. . y"
sull’insieme Q'

u'(y) = u(z(y)) .-
L’equazione differenziale puo essere trascritta per la funzione u’ preservando la sua forma,
ma cambiando le funzioni che in essa appaiono. Vediamo come procedere. Intanto osserviamo
che, nelle ipotesi fatte:

ou "L oyF ou

- = o
oz’ P oz* Oy

e quindi

oy" 0% 2yF o/
8xh8xl Z Azt By dyk Bxl Z Oxhdxi Oyk

Inserendo queste identita nella , otteniamo che la stessa equazione differenziale puo essere
riscritta per la funzione v/, come:

= ()L e (). Vo) — 0 1.17
Z_: a (y) 8yp8yq + (yau (y)7 yu) - 9 ( . )
p,g=1
dove, per k,r=1,...,n
" oyk L Oy
Ikr — i
(@) = Y Sal(@) (1.18)
i,7=1
mentre:
L 0?yP o’
o -1 P
V(00 0, F) = @ (@) o) T Do)t 3 P00 G|

Per costruzione, I'equazione ([1.15]) & completamente equivalente all’equazione (1.17): v = u(x)
soddisfa la prima su € se e solo se v/(y) := u(z(y)) soddisfa la seconda su €.

1.3.2 Classificazione delle equazioni differenziali quasilineari del secondo or-
dine
Fissando un punto zg € €2, consideriamo una trasformazione lineare di coordinate

= zn:J’xk,

k=1
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dove, se J ¢ la matrice di coefficienti dati dalle costant: J,i, vale det J # 0. In tal caso J & proprio
la matrice Jacobiana della trasformazione considerata e sono soddisfatte le ipotesi sopra richieste
dalle trasformazioni y = y(z). La (1.18) valutata nel punto zg si pud ora trascrivere come:

A'(yo) = JA(x0)J" (1.19)

dove A'(yo) & la matrice di coefficienti a’P(yg) mentre A(zg) &la matrice di coefficienti a® (xq) ed
infine yo = y(zo). Per il teorema di Sylvester, possiamo sempre scegliere la matrice non singolare
J in modo tale che A’(yg) abbia forma canonica di Sylvester, cioe sia una matrice diagonale del
tipo:

Al(yo) = diag(1,...,1,-1,...,-1,0,...,0),

in cui i numeri 1 compaiono r volte, i numeri —1 compaiono s volte ed i numeri 0 compaiono ¢ vol-
te. E noto, dalla teoria delle forme quadratiche, che la terna (r,s,t), detta segnatura, & una pro-
prieta della forma quadratica associata alla matrice A(xg), e quindi una proprieta dell’equazione
differenziale in riferimento al punto zg. In altre parole, se esiste un’altra scelta della matrice
non singolare J che riduce la matrice A(zg) tramite la a forma canonica di Sylvester, il
numero di volte in cui appariranno i numeri 1, —1, 0 sulla diagonale principale saranno sempre,
rispettivamente, i numeri r, s, t trovati sopra. Ovviamente r + s+t = n.

In modo del tutto analogo alla classificazione delle coniche tramite lo studio della forma qua-
dratica associata si ha la seguente classificazione.

Definizione 1.5. Se 2 € R™ e un insieme aperto non vuoto e connesso, si consideri I’equazione
’
quasi lineare del secondo ordine nella funzione a valori reali u:

n 2
Z a" (:c)az;gjj + ®(z,u(x),Vyu) =0, (1.20)
4,j=1

dove u € C?() e a” € C°(Q) e ® € C°(Q x R x R") sono funzioni a valori reali assegnate. In
riferimento alla matrice caratteristica A(zo) di coefficienti a/(z¢), valutata nel punto x¢ € €, si
dice che:

(a) lequazione differenziale ¢ di tipo ellittico in zp se la segnatura di A(zp) ¢ (n,0,0)
oppure (0,n,0);

(b) l'equazione differenziale & di tipo iperbolico in x( se la segnatura di A(zg) € (1, s,0) con
r # 0 e s # 0, in particolare si dice che I'equazione differenziale ¢ di tipo iperbolico normale
in xg se la segnatura di A(xg) & (1,n — 1,0) con n > 1 oppure (n —1,1,0) con n > 1;

(c) Vequazione differenziale ¢ di tipo parabolico in z( se la segnatura di A(zo) ¢ (r,s,t)
con t # 0, in particolare si dice che ’equazione differenziale e di tipo parabolico normale in
xo se la segnatura di A(xp) € (n—1,0,1) con n > 1 oppure (0,n —1,1) conn > 1. {

Osservazioni 1.12. Al fini della classificazione di una PDE quasilineare del secondo ordine,

la matrice caratteristica puo essere ridefinita moltiplicandola per una costante (pitiin genera-
le una funzione del punto in cui si valuta la matrice) diversa da zero (in ogni punto). Tale
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trasformazione non altera la classe di appartenenza dell’equazione differenziale come segue im-
mediatamente dalle definizioni date sopra.

Le proprieta delle equazioni differenziali (e delle loro soluzioni) nella classe delle equazioni del
secondo ordine quasilineari e lineari dipendono strettamente dal loro tipo come vedremo in tutto
il resto del corso, in cui studieremo separatamente equazioni ellittiche, iperboliche e paraboliche.
Una questione interessante & allora se il tipo di un’equazione differenziale sia necessariamente
costante al variare del punto. Il primo degli esempi elencati sotto mostra che non lo ¢ e si puo
passare da un tipo all’altro variando il punto, anche se i coefficienti dell’equazione sono funzioni
estremamente regolari e I’equazione ¢ del tutto elementare.

Esempi 1.1.
(1) L’equazione di Tricomi in R? si scrive:

Ylzg + Uyy = 0.

La forma quadratica associata e data dalla matrice non costante:

-l

Notiamo subito che, sull’asse delle ascisse, cioe y = 0, ’equazione differenziale e di tipo parabolico
normale.
Consideriamo ora un punto (xo,yo) con yo > 0. Definiamo il nuovo sistema di coordinate
cartesiane (z',%') su R? dove y := y mentre 2’ = x/,/70. In queste coordinate 1’equazione per
la funzione u/(2/,vy) := u(x(2',y'),y(2’,y")) prende forma:
/
Yy
%u;/x/ =+ U;/y/ =0.
Pertanto, esattamente in (z,y) = (zo,yo), la matrice associata all’equazione, nelle nuove coor-
dinate diventa:
1 0
A/ / / — |: :|
@)=y
Concludiamo che, nel semipiano y > 0, ’equazione di Tricomi e di tipo ellittico.
Consideriamo infine un punto (zg,yp) con yp < 0. Definiamo il nuovo sistema di coordinate
cartesiane (2/,y') su R? dove 3 := y mentre 2’ = 2/,/—%o. In queste coordinate I’equazione per
la funzione u/(z',y") := u(x(2’,y'), y(2',y’)) prende forma:

/

Yy
T Uyt + u;/
Yo

y/ - 0 .
Pertanto, esattamente in (z,y) = (2o, %0), la matrice associata all’equazione, nelle nuove coor-

dinate diventa:
eI\ -1 0}
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Concludiamo che, nel semipiano y < 0, I’equazione di Tricomi e di tipo iperbolico normale.
(2) L’equazione di Poisson su 2 C R” si scrive:

Au=p,

dove p = p(x) & una funzione almeno C° assegnata e 1’operatore di Laplace, detto anche lapla-
ciano, A é definito in coordinate cartesiane ortonormali come:

Nel caso la funzione p sia identicamente nulla su €2, ’equazione suddetta si riduce all’equazione
di Laplace su (2:
Au=0,

le cui soluzioni sono dette funzioni armoniche su 2.
In entrambi i casi, la matrice A(xg), per ogni z¢ € Q ¢individuata dalla matrice identita . In
base alla classificazione suddetta, le equazioni di Poisson e di Laplace sono equazioni differenziali
alle derivate parziali lineari del secondo ordine di tipo ellittico in ogni punto. Dal punto di vista
fisico, se n = 3, —u puo essere pensato come il potenziale elettrostatico e, nel caso dell’equazione
di Poisson, p corrsisponde alla densita di carica elettrica presente nel volume (2.
(3) Se Q2 :=R", 'equazione delle onde o equazione di D’Alembert si scrive:
1 0%u
_Cﬁﬁ + A’LL =0.
Sopra le coordinate su R™ sono state decomposte come: x = (t,x) € RxR""!. La costante ¢ > 0
si interpreta fisicamente come la velocita di propagazione della perturbazione ondosa descritta
dalla funzione u = wu(t,x), dove ¢ ¢il tempo e x lo spazio (almeno nel caso di n = 3) di un
riferimento. L’equazione di D’Alembert descrive tutti i fenomeni di propagazione ondosa (armo-
nica) conosciuti: dalla propagazione della luce a quella del suono, ma anche la propagazione di
una piccola deformazione in un mezzo continuo elastico, fino ad arrivare alla propagazione delle
onde gravitazionali nella teoria della relativita generale. La matrice A(zg), per ogni zy € 2, ha
la forma diag(—1/c2,1,...,1). Passando a coordinate y' := ct, y := x € R*7!_ si ottiene che
la matrice A’(yp) ha forma canonica di Sylvester in ogni punto yo, con segnatura (n — 1,1,0).
Pertanto ’equazione di D’Alembert ¢, ovunque, di tipo iperbolico normale.
Un caso particolare dell’equazione di D’alembert e dato, per n = 4, quando si lavora con il campo
elettrico E = E(t,x) e con il campo magnetico B = B(t,x) che descrivono i fenomeni elettroma-
gnetici. L’equazione di D’alembert per questi due campi (nel vuoto) descrive la propagazione
delle onde elettromagnetiche (e quindi della luce in particolare)
2
—= —AAE=0, %T];—c?AB:O,
c ¢la velocita della luce nel vuoto. Le due equazioni di sopra, che seguono dalle piu generali
equazioni di Mazwell, si devono intepretare componente per componente e significano che ogni
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componente del campo E e del campo B soddisfa separatamente ’equazione di D’Alembert.
(4) Se Q := R*, I'equazione di Klein-Gordon si scrive:
1 0% m2ct

TEoe TR TR

$=0.

Come prima, le coordinate su R?* sono state decomposte come: z = (t,x) € Rx R3. La costante
¢ > 0 si interpreta fisicamente come la velocita della luce nel vuoto, i = h/271 dove h & la costante
di Planck t &1l tempo e x lo spazio di un sistema di riferimento (Minkowskiano della teoria della
Relativita Speciale). L’equazione di Klein-Gordon descrive una campo scalare ¢ a valori in R
associato a particelle quantistiche di massa m > 0 senza spin ed eletricamente neutre (in realta
¢ descrive sia la particella che I'anti particella). La matrice A(z), per ogni z¢ € €2, ha la forma
diag(—1/c?,1,1,1). Passando a coordinate y' := ct, y := x € R?, si ottiene che la matrice A’(yo)
ha forma canonica di Sylvester in ogni punto yg, con segnatura (3,1,0). Pertanto I’equazione di
Klein-Gordon &, ovunque, di tipo iperbolico normale.

(5) Se 2 :=R", 'equazione del calore si scrive:

—?;té +a’Au=q.

dove a > 0 ¢una costante e ¢ = ¢(t,x) una funzione assegnata. Sopra le coordinate su R"”
sono ancora state decomposte come: x = (t,x) € R X R™!. Almeno per n = 3, u si intepreta
fisicamente come la temperatura in un mezzo continuo le cui caratteristiche termodinamiche
sono riassunte dai parametri a e dalla funzione ¢ che corrisponde ad una sorgente di calore.

La matrice A(xg), per ogni 79 € €2, ha la forma diag(0,a?, ..., a?). Passando a definire coordinate
yl:=1t,y:=a"'x € R" ! siottiene in tali coordinate che la matrice A’(yo) ha forma canonica
di Sylvester in ogni punto yo, con segnatura (n — 1,0, 1): si osservi infatti che nell’equazione del
calore mon compare la derivata seconda nella prima variabile, questo spiega 'ultimo 1 e I'n — 1
nella segnatura. Pertanto ’equazione del calore € , ovunque, di tipo parabolico normale.

(6) L’equazione di Schrddinger per la funzione d’onda 1) = 1 (t,x), con (t,x) € R x R3:

., O h?

zha = —%Aw +V(x)y,
non ricade nella classificazione suddetta in quanto: (1) ¢» = ¥ (¢,x) ¢ una funzione a valori com-
plessi e (2) il coefficiente della derivata temporale ¢ immaginario puro. Tuttavia tale equazione
ha caratteristiche simili all’equazione del calore.
(7) L’equazione di Dirac per il il campo fermionico ¥ = U(x) € C* con z = (2° =
ct,zt 22, 23):

3
ov
. u B B
ZhEO’Y D me¥ =0

che descrive il campo quantistico associato agli elettroni ed i positroni, non ricade nella classifi-
cazione suddetta in quanto: (1) ¥ = W¥(¢,x) & una funzione a valori in C* e (2) i coefficienti delle
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derivate sono matrici complesse. Tuttavia tale equazione, per taluni aspetti, ha caratteristiche
simili all’equazione di Klein-Gordon. Le 4 matrici complesse v, per u = 0,1,2,3 sono dette
matrici di Dirac e soddisfano le relazioni di Dirac (o Clifford)

A+ A = 29",

dove la matrice dei coefficienti g"” & quella della metrica di Lorentz diag(—1,1,1,1).
(8) L’equazione di Navier-Stokes per un fluido incompressibile con densita py:

a—VJr(V-V)V:f—@JruAV, (1.21)

ot Po
dove le funzioni incognite V(¢,x) e p = p(t,x) sono, rispettivamente il campo di velocita e la
pressione del fluido viscoso. La costante v e il coefficiente di viscosita cinematica del fluido
e f & una densita volumetrica di forza assegnata (per esempio quella gravitazionale). Questa
equazione, non lineare nelle derivate prime, non ricade nella classificazione dato che lavora
con un campo vettoriale V invece che con un campo scalare e le componenti del campo non
soddisfano equazioni disaccoppiate come accadeva, per esempio, per I’equazione di D’Alembert
per il campo elettrico o magnetico. Si tratta di una delle equazioni piu difficili da studiare che
esistano. Si conoscono pochi risultati rigorosi riguardanti esistenza ed unicita delle soluzioni
dell’equazione di Navier-Stokes quando sono assegnati dati iniziali ed al contorno (insieme ad
un’ulteriore equazione costitutiva che leghi p e po).

1.4 1l problema di Cauchy ed il Teorema di Cauchy-Kovalevskaja.

1.4.1 Superfici regolari in R".

Una (n — 1)-superficie ¥ in R” di classe C* (equivalentemente detta sottovarieta embedded di
R™ di dimensione n — 1 e classe di differenziabilith C* con k& > 2) &un sottoinsieme di R" tale
che in un intorno (in R™) aperto O, di ogni suo punto p € ¥ puo essere espressa come luogo dei
punti che annullano una funzione S di classe C¥, con k > 2, con dS # 0 su ¥. In altre parole,
per ogni p € ¥, esiste un suo intorno aperto O, C R" ed una funzione S : O, — R, § € C’k(Op),
tale che:

YN0, ={x €0, | S(z)=0},

unitamente a:
dS(z) #0, perS(x)=0

dove il differenziale dS(x) indica il vettore colonna delle derivate parziali (%, o, 25N

) Oxn
spesso indicato in maniera formale (ma il signficato ¢ preciso in geometria differenziale)

", 98

k=1

dx® .
X
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Nel seguito superficie regolare, senza altre specificazioni, indichera una (n — 1)-superficie di
R™ di classe C* con k > 2.

Con le definizioni poste, in differenziale dS si identifica con il gradiente VS della funzione S
dato che ne ha le stesse componenti lavorando in basi ortonormalﬂ se e; eil versore i-esimo
della base canonica di R", il vettore mai nullo per x € ¥ N Op:

e; .

"L 98
VS(x) = o

=1

xT

VS definisce un vettore (non nullo) normale a ¥ N O, in ogni punto.

Osservazioni 1.13.

(1) Una spiegazione euristica di questa interpretazione di V.S(p) come vettore normale in p
a X ¢ la seguente (e puo essere resa rigorosa introducendo alcune nozioni base di geometria
differenziale). Si consideri una curva x = z(t), con t € [a, b], che appartenga a 3 per ogni valore
di t € [a,b]. Assumiamo che la curva sia di classe C([a,b]). Per definizione S(z(t)) = 0 per

ogni t € [a,b]. Conseguentamente % = 0, ovvero
dz
il VS(z(t)) =0 Vtela,b.
Il vettore %% sara tangente a ¥ in ogni punto z(t), dato che la curva @ = z(t) & contenuta in

Y. La genericita della curva scelta implica che V.S(z(t)) sia normale ad ogni vettore tangente
a X passante per z(t). In questo senso VS(z(t)) & un vettore (non nullo) normale a ¥ in x(t).
Si puo provare per esercizio che la scelta di un’altra funzione S; per descrivere X nell’intorno
di p € ¥ produce VSi(p) parallelo a V.S(p) come ci si aspetta dall’intepretazione del gradiente
come vettore normale a Y se quest’ultima ha dimensione n — 1.

(2) La condizione dS # 0 non dipende dal sistema di coordinate scelto in R™ nel senso che
segue. Cambiando coordinate e passando alle coordinate y” = y"(x) tramite una funzione C*
con inversa C* (k > 2 nelle nostre ipotesi) e definendo S'(y) := S(z(y)), abbiamo subito che

35'(y) _ n  9zh 0S(x) . . . . . Hgh
9y ly@) = D h=1 oy ogh - Dato che la matrice jacobiana di elementi 7=

singolare, come provato precedentemente, concludiamo che dS’(y) # 0 se e solo se dS(z) # 0.

€ ovunque non

Esistono diverse definizioni equivalenti di superfici regolari in R™. Si osservi che ogni funzione
di classe C¥(A) (k > 2), con A C R*! aperto non vuoto, f : A — R individua una superficie
regolare in R” in cui, per esempio x! & pensata come funzione delle rimanenti variabili naturali
di R”. In tal caso la funzione S & scelta come:

S(zt 2, .2 =2t — f(2?,.. . 2") dove (2%,...,2") € A.

5 . . . . . . . . .

°Questa identificazione ha senso in R™ dotato della struttura differenziabile Riemanniana naturale. Lavorando
in varieta differenziabili generali la questione ¢ ben piu delicata e necessita di alcuni elementi di geometria
differenziale Riemanniana che non tratteremo in questo corso.
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La definizione di superficie regolare Y, tenendo conto del teorema del Dini nella versione
meglio nota come teorema della funzione implicita, implica immediatamente che in realta il caso
appena considerato ¢ del tutto generale. Se p € X, in un opportuno intorno aperto O, C R" di p,
possiamo sempre risolvere I’equazione che determina X: S(x!,...,2") = 0, in funzione di n — 1
variabili tra le n variabili !,..., 2" che indicheremo con £2,...,£" e penseremo come variabili
indipendenti, ottenendo una funzione di classe C* &' = ¢1(€2,...,¢&"), dove €' ¢ la variabile tra
le z',..., 2" differente da £2,...,£". Pil precisamente &' pud sempre essere scelta come una
qualsiasi variabile cartesiana zF per la quale %b # 0 (e almeno una di tali derivate deve non
essere nulla per ipotesi essendo dS|, # 0). In questo caso (£2,...,£&") varia in un aperto di
A, C R"! ¢ la porzione XN O, della superficie regolare risulta essere descritta biunivocamente
dalle coordinate locali (£2,...,¢&") € A,. Nel senso appena visto le (n — 1)-ple di numeri reali
(€2,...,¢") ¢ A, definiscono un sistema di coordinate locali su ¥ che “ricopre” I'intorno
YN0O,dipel.

Esempi 1.2. Un esempio classico ¢ la superficie sferica ¥ C R? descritta dagli zeri della
funzione S(z,y,2) = 22 + y? + 22 — 1 (notare che dS non si annulla mai su ¥ come si verifica
subito). Se p € ¥, possiamo sempre risolvere x?+y2+ 2% = 1 localmente, ottenendo una variabile
in funzione delle rimanenti due. Per esempio, se p ha coordinata z > 0 (e dunque la componente
z di dS ¢ non nulla), possiamo sempre descrive ¥ nell’intorno di p (in realta in questo modo
descriviamo tutto emisfero con z > 0) tramite 'equazione z = y/1 — 22 — y2. In questo caso
El=ze€? =z, & =y, con (£2,£) che variano nel disco aperto A, di R? di raggio 1 centrato
nell’origine e definiscono un sistema di coordinate locali su X.

1.4.2 1l problema di Cauchy e la “ben posizione” del problema nel senso di
Hadamard.

Sia 2 C R™ un aperto connesso non vuoto e 3 C 2 una superficie regolare (con qualche ordine
di differenziabilita k& > 1) di dimensione n — 1 che divide Q in due parti connesse (quest’ultima
richiesta ¢ in realta inessenziale a questo punto della teoria). Il problema di Cauchy del
secondo ordine riferito a ¥ consiste nel sistema:

o) o) 02 0? 0?
F (I’,U(l‘), 8;1 T quﬁ” 83:1{;;1’ axIBux? B 8:(:”52”) =0,
u[g: ug , (1.22)
8ur
—Is=u
on 2 1,

in cui up e u; sono funzioni assegnate su X di qualche ordine di differenziabilita da definirsi,
u € C%(Q) ¢la funzione incognita da determinare,

F:QxRxR"x RUTD/2 LR

¢ una funzione nota che determina l’equazione differenziale ed abbiamo usato la notazione
standard:

ou  ~ ;0u

—_— = n -
on , ox*
=1
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dove n = (n',...,n") ¢il versore normale a X. I tre fattori di R x R” x R*™+1)/2 competono

rispettivamente all’insieme R su cui prende valori u(z), all’insieme R™ su cui prende valori il vet-
tore delle n derivate prime di u e all'insieme R™™*1)/2 su cui prende valori il set delle n(n+1)/2
derivate seconde di u. Per quanto riguarda le derivate seconde, dato che u ¢ assunta essere C2,
si deve tenere conto del teorema di Schwarz che implica che le derivate parziali seconde sono
uguali scambiando il ruolo delle due coordinate per cui solo n(n+1)/2 di esse sono indipendenti
e solo queste appaiono come argomenti nella funzione F'.

Secondo I'impostazione data da Hadamard, un problema di Cauchy ¢ ben posto (rispetto
a d una classe di funzioni a a corrispondenti topologie) se sono verificate i seguenti tre tipi di
richieste.

(a) Una soluzione del problema, in una certa classe di funzioni (precisata a priori), esiste.

(b) La soluzione in (a) ¢ 'unica soluzione nella classe di funzioni suddetta.

(c) La soluzione dipende con continuita dai dati di Cauchy in qualche topologia (precisata a
priori) di spazi di funzioni definita negli spazi di funzioni considerate (o semplicemente usando
la convergenza puntuale).

Le richieste (a), (b) e (c) diventano precise specificando le classi di funzioni considerate e le
topologie coinvolte. In ultima analisi la scelta di queste cose dipende dal tipo di problema anche
applicativo considerato per esempio cosa possiamo realmente controllare del sistema fisico di
cui l'equazione differenziale ¢ un modello matematico. La condizione (c) deriva dal fatto che,
nella pratica, i dati di Cauchy sono sempre noti con una certa approssimazione e si richiede
che, pertanto, le soluzioni varino di poco se le condizioni di Cauchy variano di poco: (c) ¢ la
traduzione matematica di questa idea e “di poco” significa rispetto agli intorni di una opportuna
topologia.

Nel caso una delle tre condizioni di sopra sia violata, si dice che il problema di Cauchy e mal
posto nel senso di Hadamard. Mostriamo che il problema di Cauchy ellittico puo essere mal posto
perché viola la condizione (c¢), mettendo nello spazio dei dati di Cauchy limitati la topologia
naturale dell’estremo superiore indotta dalla norma || - ||o (vedi la sezione [1.1.3)).

Cosideriamo in R?, con coordinate (z,v), il problema di Laplace:

P o
ox? = 0y
u(xz,0) =0,

ou 1 .
8—3/(3@,0) =3 sin(kz) ,

dove k > 0 efissata e si cercano soluzioni v € C?(R?). Si dimostra che 'unica soluzione del
problema posto (se si precisano alcuni ulteriori dettagli sulla classe delle funzioni ammissibili)
e: .

u® (z,y) == e sin(kz) sinh(ky) .
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Si noti che, nel limite k — +o0 il dato di Cauchy:

ugk) (z) = %sin(kzaz)

soddisfa Hugk)Hoo — 0 per k — 400, mentre l’altro dato & nullo per ipotesi e pertanto Hu(()k) oo =
0. Tuttavia la soluzione u*)(z,%) non tende, puntualmente, ad alcun limite se z # 0 e y # 0.
Si puo mostrare che, le patologie del problema di Cauchy per equazioni ellittiche riguardano an-
che D'esistenza e I'unicita della soluzione, in particolare quando il problema di Cauchy & imposto
in regioni limitate. Vedremo cio nel prossimo capitolo. In realta per problemi di Cauchy di ca-
rattere ellittico, si ha anche la perdita di validita della richiesta (a) quando la superficie ¥ ¢ una
superficie chiusa che contorna 2. In tal caso, lavorando per esempio con I’equazione di Laplace
ed assegnando dati di Cauchy analitici su X, per ogni punto di ¥ ¢’¢ un intorno in cui esiste una
soluzion(ﬁ del problema. La parte dell’intorno che interseca €2 produce localmente una soluzione
del problema di Cauchy. Quello che pero accade & che le diverse soluzioni ottenute localmente in
questo modo non si “saldano” tra di loro per determinare un’unica soluzione su {2: su un punto
p interno a €2 coperto da due intorni suddetti si trovano generalmente valori distinti per wu(p)
a seconda dell’intorno scelto, in modo tale che risulta essere impossibile definire la funzione u
sull’unione dei due intorni.

Osservazioni 1.14.  L’idea della ben posizione del problema in accordo con (reinterpretazioni
del) le richieste (a),(b),(c) in realta si puo estendere ad altre classi di problemi in cui si cercano
soluzioni di un’equazione alle derivate parziali tenendo conto dei dati iniziali o al contorno, anche
se il problema non & propriamente di Cauchy.

1.4.3 Il Teorema di Cauchy-Kovalevskaja.

Ci occuperemo ora di studiare il problema della risolubilita del problema di Cauchy sopra scritto
nel caso in cui 'equazione differenziale che compare in esso sia del tipo , introducendo il
teorema di Cauchy-Kovalevskaja. A tal fine consideriamo il caso piu semplice nel quale 2 = R”
e ¥ ¢il piano z!' = 0.
Un’equazione differenziale alle derivate parziali del secondo ordine, nella funzione incognita u =
u(z), si dice che e scritta in forma normale rispetto alla variabile ¢, se x = (t,x) € Q C R"
(con x = (22,...,2™)) se & rappresentata come:

0%u

w =F <t,x,u(t,x)

2 2
ou Ou ou 0“u 0“u >’ (1.23)

YOt 0’ dan 9tda?’ 7 damdan

dove F : Q0 x R x R x R*"+t1)/2-1 _y R & una funzione assegnata.
F' ¢ dunque funzione di (¢,x) di u(x) e delle delle sue derivate prime e seconde, escludendo la
derivata seconda in ¢t. Si puo dare un’analoga definizione di equazione in forma normale rispetto

5Questa & ’unica soluzione in tale intorno per il teorema di Cauchy-Kovalevskaja che stiamo per discutere,
visto che le funzioni che soddisfano I’equazione di Laplace sono analitiche come proveremo piu avanti.
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ad una coordinata, anche per equazioni di ordine superiore al secondo.
Consideriamo il Problema di Cauchy per la funzione u € C?(R") con dati di Cauchy sulla
superficie ¥ individuata da ¢t = 0 e con equazione in forma normale nella variabile t:

oA (N O
9z = U G 922 G 9toz? 9o
’LL(O, X) = UO(X) ’

0

871:(0,)() = Ui (X) )

in cui up € C?(R"1) e u; € CY(R"!) sono funzioni assegnate su X.

Esistono vari teoremi che assicurano l’esistenza e 1'unicita della soluzione. In ordine stroico,
il primo di tutti questi teoremi & quello dovuto a Cauchy e Kovalevskaja. Tale teorema non
ha grande utilita nelle applicazioni moderne, in quanto richiede ipotesi estremamente forti per
funzionare, ma e comunque di grande utilita teorica, in quanto serve come lemma intermedio per
provare teoremi di esistenza piu moderni basati su ipotesi molto deboli. Enunciamo il teorema
per equazioni del secondo ordine, anche se ’ordine dell’equazione non ¢ essenziale.

Ricordiamo che una funzione a valori reali f = f(x) ¢ detta analitica (reale) nell’insieme
aperto Q C R” se f € C*() e per ogni zp € 2, in un intorno aperto di z( incluso in €, la
funzione f si puo scrivere come serie di Taylor centrata in xg:

B 400 1 8061+“‘+anf 1 1y n o,
f(x)_z Z arl---ay! Ozler ... ggnon (@7 =)™ - (2" — 7)™ .

N=0 aj++an=N Zo

Teorema 1.7. (Cauchy-Kovalevskaja). Si consideri il problema di Cauchy del secondo
ordine nella funzione incognita u = u(t,x) con (t,x) € R x R", con dati di Cauchy assegnati
sulla superficie determinata dat = 0 e con equazione differenziale scritta in forma normale nella
variabile t:

Pu F(tx (tx)@% u  Pu  Pu )

8t2 — , X, ult, ; at78x27.--,8xn7 atal’z’ 781:”8517” )
O e (1.24)
0
8—?(0,){) = wui(x),

dove F : Q x R x R" x R*n+1/2=1 _y R ¢ gssegnata.
Se, per un punto (0,xg), le funzioni uy e uy sono analitiche nell’intorno di x¢ e la funzione F
¢ analitica nell’intorno del punto di Q x R x R™ x Rn(n+1)/2-1

ou ou ou ou 0%u 0%u
(000 w0 x0), 1 x0), 5 (x0). - G (), 03 () 9k (), oy (x0) s 5 () )

allora in un intorno di (0,X¢) esiste una soluzione del sistema . Tale soluzione é l'unica
soluzione analitica nell’intorno considerato. <
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k variabile

Idea della dimostrazione. Nel seguito, per pura comodita di linguaggio, diremo x
spaziale in contrapposizione con t che sara pensata come variabile temporale. Se esiste una
soluzione u deve valere:

u(0,x0) = uo(xo)
inoltre, se i = 2,...,n:

ou OJug ou
e (0.x0) = S8 (x0) .

t(O Xo) 1(X0).

Consideriamo poi 'equazione differenziale con entrambi i membri valutati in (0,x0). In tale
situazione, il secondo membro dell’equazione differenziale e funzione dei dati di Cauchy unica-
mente:

0%u
Eﬁfk&x@ =
ou ou ou ou 0%u 0u
F (0,0, u0(x0) 11 (x0), 92 (x0), -, 92 (x0), T (50, » S (x0), gy (x0), 5
(1.25)

In questo modo abbiamo ottenuto la derivata seconda nel tempo della soluzione, ammesso che
esista, nel punto (0,xq), in funzione dei dati di Cauchy. Le rimanenti derivate seconde della
soluzione sono invece note direttamente dai dati di Cauchy (i,k =2,...,n):

d%u | 8u1| 9%u | 9%ug |
Atozt (0%0) = Gui X0 kg (0.x0) T Gk gy X0

In definitiva abbiamo ottenuto tutte le derivate fino all’ordine 2 incluso, della eventuale soluzione,
valutate in (0,xg), in funzione dei dati di Cauchy. Si osservi che dall’identita ((1.25]) abbiamo in
realta anche le derivate miste di ogni ordine

8a+2u

520101 . oo (0x0)

semplicemente derivando quante volte serve i due membri in z*. Il secondo membro sara ancora
una funzione nota di ug, u; e delle loro derivate spaziali.

Quanto ottenuto € in realta generale: nell’ipotesi di F' analitica, e quindi infinitamente diffe-
renziabile, possiamo ottenere tutte le derivate di ogni ordine della eventuale soluzione u, valutate
in (0,xp), in funzione dei dati di Cauchy e delle loro derivate spaziali. Per fare cio ¢ sufficiente
derivare entrambi i membri dell’equazione differenziale e iterare la procedura seguita sopra per
I'identita che si e ottenuta. Per esempio

83u(t X) = iF <t x, u(t, x) % ﬁ Ou _0u Ou )
ot3 dt AT o 9227 9 Otdx?’ " Oxndzxn

S A TR T R
ot N7 ot 02277 9an Otox?’ " xndan
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_|_8uaF<txu(tX)auau ﬁﬂ 82“)4_
Ot Ou \7 77 VT ot 9227 o Otox2 T Oxnoxn

che, valutato in (0,xg) diventa

Du

%RO,XO)
_ oF < 8uo 6u0 6u1 8211,0 )
- a 07X07u0(xo)7 Ul(XO)a @(Xo)v ey @(Xo)y @(XO), Tty W(XO)

+U1(Xo)g% (U,Xo,uo(xo),ul(xo), %(Xo), EEE %(XO% %(Xo), T ’W(XO)> +o
A secondo membro abbiamo quantita note in funzione delle condizioni iniziali ug(xo),u1(Xg)
delle loro derivate spaziali, della derivata seconda temporali (8927;‘|(0,xo) (che ¢ gia stata ottenuta
allo step precedente in funzione di ugp(xp), u1(x0)) e delle derivate spaziali di tale derivata
temporale. Riassumendo:

(1) le derivate di ogni ordine %\(030) si calcolano in questo modo e risultano essere scrivibili
come funzioni note di ug(xq),u1(Xg) e delle loro derivate spaziali;

(2) possiamo infine derivare in ¥ le funzioni ottenute ed alla fine abbiamo tutte le derivate di
u di ogni ordine e tipo calcolate in (0, %) in funzione di uy(xg), u1(xg) e delle loro derivate

spaziali.
Se indichiamo le coordinate (¢,z2,...,2") con (y,...,y"), stiamo dicendo che conosciamo
tutte le derivate
aa1+"'+anu
Cayoan

= 8y1a1 . aynan (07x0)

di una eventuale soluzione analitica definita nell’intorno di (0,%g). Posto yo := (0,x¢), si pud
allora studiare la convergenza della serie

+oo

1

uy)=>. > oo Conan (0 =30 - (0" = 06)™" -
N=0 oaj+-+an=N n

Si puo facilmente dimostrare che se questa serie converge in un intorno di gy allora la somma
della serie & una soluzione dell’equazione differenziale che rispetta anche le condizioni iniziali
in tale intormﬂ Se la funzione F' e le condizioni iniziali ug e u; sono analitiche come richiesto
nella tesi allora si puo provare che la serie di sopra effettivamente converge in un intorno di
Yo = (0,%p). Ogni soluzione analitica ottenuta in tale intorno deve necessarimante avere le
stesse derivate parziali in (0,%() e quindi la stessa serie di Taylor e quindi deve coincidere con
la soluzione trovata.

Si osservi che in tutta la procedura, il fatto che I’equazione sia scritta in forma normale e di
centrale importanza. In questo modo si puo scrivere una serie di Taylor formale della eventuale
soluzione, sviluppata nel punto (0,xg). O

"Se la serie converge allora converge uniformemente essendo una serie di potenze e si possono usare i teoremi
di scambio del simbolo di derivata con il simbolo di serie.

40



1.4.4 1l caso di una superfcie regolare generica in R" descritta in coordinate
normali

Torniamo ora al problema di Cauchy (|1.22)) specializzato al caso di un’equazione del secondo
ordine in forma quasi lineare (1.15)) e riferito ad una superficie regolare ¥ C @ di dimensione
n —1 e classe C*, con k > 2, che divide @ C R” in due parti connesse:

q 2
S e 0¥ () glgss + (@, u(x), Vu) =0,

uln=uo , (1.26)
uy
on »= Ui,

n come gia detto, ¢il versore normale a ¥. Le funzioni ¢ saranno supposte almeno di classe
Co.

Vogliamo ridurci alla situazione in cui Y appare come il piano ¢ = 0, per poter cercare di
applicare il teorema di Cauchy-Kovalevskaja, almeno nell’intorno di p € 3. Per far cio usiamo
un opportuno sistema di coordinate dette coordinate normali Riemanniane. Sia £2,...," un
qualsiasi sistema di coordinate su ¥ (di classe C* con k& > 2 come S) definito nell’intorno di
p € ¥ come abbiamo visto precedentemente: le £2,...£" sono n — 1 tra le coordinate cartesiane
xb, ..., 2" attarverso le quali si pud esprimere la rimanente, ¢!, nell’intorno di p quando ci si
muove su Y. Tutte le trasformazioni di coordinate sono di classe C*. Per ogni punto ¢ € ¥
nell’intorno considerato, tracciamo la retta normale a ¥ e passante per ¢ che punta sempre verso
la stessa parte di 2 tra le due in cui e diviso da X. Sia t € R la lunghezza d’arco su tale retta
ponendo come origine di essa il punto ¢ in cui la retta interseca 3. Si dimostra facilmente facendo
uso del teorema del Dini nella versione del cosiddetto teorema della funzione inversa, che viene a
definirsi in questo modo un sistema di coordinate ¢,£2, ..., £" su R™, di classe C*, in un intorno
aperto B, C £2di p. Un punto r € B), ¢ individuato in questo modo: si considera I'unica retta -,
perpendicolare a X che passa per r, la lunghezza del segmento tra r e 'intersezione ¢, = v, N X
¢la coordinata t, di r, le rimanenti coordinate £2,...,£" non sono altro che le coordinate di
¢r su 2. Nell'intorno B, di p € ¥ abbiamo dunque due sistemi di coordinate: le coordinate
naturali di R™ (z!,... 2") che variano nell’aperto B, e le coordinate (¢,£?,. .., &™) che variano
in un corrispondente aperto B;), e due mappe bidifferenziabli, una l'inversa dell’altra:

ab =ab(t,&,...,¢") dovek=1,...,ne(t,&%... &) € B,

t=t!,...,2"), & =& . 2" dove j=2,...,ne (z!,....2") € B,

(I1 fatto che B;, sia aperto di R™ e che la funzione sulla seconda riga esista e abbia lo stesso grado
di differenziabilita della prima segue, per il teorema del Dini, dal fatto che la matrice jacobiana
di tale trasformazione ha determinante non nullo in p come il lettore puo dimostrare facendo il
calcolo diretto. Una dimostrazione esplicita si trova in Appendice @) Il sistema di coordinate
normali riemanniane ¢, £2,..., £ ha la particolarita che, data la natura di ¢, vale:

YNB,={(t,&%...,6") | t =0}.

41



Ulteriormente, se (£2,...£") sono fissate e individuano il punto ¢ € ¥, la curva
Rt (2t €2,...6M),...,a"(t,E2,... ")) e R"

risulta essere la retta normale a ¥ in g per costruzione, dove t ¢ la lunghezza del segmento di
tale retta tra ¢ € ¥ e il punto di R"”

p(t) = (2l (t, €2, ... &™), .. a™(t,€2,... "))
Il vettore tangente iniziale a tale retta:
n ,
ox*
n:= E —|e=0 €
‘- (‘3t |t—0 7

non ¢ altro che il versore normale a ¥ nel punto ¢ di coordinate normali riemanniane (0, £2, ... 7).
Di conseguenza, se u = u(x) ¢ una funzione arbitraria definita nell’intorno di p e definiamo

u'(t,€2,...,€") = u(x(t,€2,...,£%)) quando esprimiamo tale funzione in coordinate normali
riemanniane, vale:
ou " du "L Ozt ou  ou
s n'—— = E — =057 = - li=0, (1.27)
n — ox P ot oz ot

Lavorando nell’intorno di p in coordinate normali riemanniane, il problema di Cauchy ([1.26|)
diventa della forma, dove £ = (£2,...,&"),

821/ n ) 821/ n B 821/
1tt — _ 9 it _ g i i
a (tyé) atQ ; a (tug) 8t8§1 .jZ:2a (t7 E) agzaé‘] +

) , o' ou' o’
o (newe, 20 20 00
u'(0,€) = up(€) ,

a /
\ 57 (0.8 =u(e).

(1.28)

Notiamo che se vale a'(0, &) # 0, per continuita della funzione ', tale condizione continuera
ad essere vera in un intorno di p = (0,£), allora possiamo dividere entrambi i membri dell’e-
quazione differenziale per a*(t,€) ottenendo un’equazione differenziale in forma normale nella
variabile ¢ nell’intorno detto. Il problema di Cauchy risultante in questa situazione € un caso
particolare del problema che appare nelle ipotesi del teorema di Cauchy-Kovalevskaja. Per po-
ter applicare il teorema detto sono comunque ancora necessarie ipotesi di analiticita della quali
non ci occuperemo. Tornando in coordinate cartesiane e facendo uso della , la condizione
a™(0, &) # 0, tenendo conto che & :

0t Ot
1tt _ 17
a’(t,§) = Z a ($)8x1 Oxd

ij=1

42



puo essere riscritta, per x € X:

g ot ot

ij it

Z 0 (2) 5o #0, (1.29)
i,7=1

Concludiamo che, se in un punto = € ¥ vale la ([1.29)), allora possiamo applicare il teorema di

Cauchy-Kovalevskaja nell’intorno di quel punto riducendoci a lavorare in coordinate normali

riemanniane purché siano soddisfatte le necessarie ipotesi di analiticita.

1.4.5 Nozione di superficie caratteristica

Ci interessa ora approfondire la situazione opposta in cui, in riferimento al problema di Cauchy

(1.26)), valga:
a(z) =0, (1.30)

ovunque sulla superficie X.
In tal caso il teorema di Cauchy-Kovalevskaja non puo essere applicato e non ci sono garanzie,
per tale via, sull’esistenza e 1'unicita di una soluzione nell’intorno del punto singolare detto.

Si ricordi che la funzione ¢ = ¢(z) individua la superficie regolare 3 su cui diamo le condizioni
di Cauchy, tramite la richiesta t(z) = 0, di cui Vi = Y, 88;,- e; & vettore normale mai nullo. Nel
caso in cui valga , non possiamo applicare il teorema di Cauchy-Kovalevskaja per dati di
Cauchy assegnati la superficie individuata da t = 0. Ora focalizzeremo ’attenzione su questa
classe di superfici.

L’uso delle coordinate Riemanniane e della coordinata t, si e rivelato comodo per ricondurre
il problema di Cauchy al caso semplificato in cui si puo cercare di applicare il teorema di C.-K.,
ma non & molto comodo nel caso generale. Per definire la suddetta classe di superfici, per le quali
non si applica il teorema di C.-K. faremo quindi uso della sola nozione di superficie regolare,
senza usare sistemi di coordinate particolari come quelli normali.

Definizione 1.6. Se 2 € R™ & un insieme aperto non vuoto e connesso, si consideri I’equazione
quasi lineare del secondo ordine nella funzione a valori reali u:

Zn: aij(x)ﬂ + ®(z,u(x), Vyu) =0 (1.31)
P 8x18$3 ) ) x - ’ .

dove u € C%(Q) e a¥ € C%(Q) e ® € C°(Q x R x R™) sono funzioni a valori reali assegnate. Una
superficie regolare 3 C €) di dimensione n —1 & detta superficie caratteristica per I’equazione
differenziale (1.31]), se nell’intorno di ogni p € ¥ puo essere espressa come il luogo dei punti x in
cui:

(a) S(x) =0 dove S ¢una funzione almeno C? definita nell’intorno di p,

(b) dS #0su X,
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(c) vale la cosiddetta equazione delle caratteristiche:

Zaij(x)gz({ifj:(), perz € ¥. (1.32)

1,j=1
¢

Evidentemente, nel caso di coordinate normali, la funzione S non e altro che la coordinata ¢,
tuttavia, come precisato noi non facciamo ipotesi particolari sulla natura di S e ci limitiamo ad
usare la definzione di sopra nel caso generale. Mostriamo ora che, effettivamente, le superfici
caratteristiche, date dalla definizione generale di sopra, non permettono di applicare il teorema
di Cauchy-Kovalevskaja quando i dati di Cauchy sono assegnati su di esse. Successivamente,
nelle osservazioni, mostreremo che il problema di Cauchy con dati iniziali su una superficie
caratteristica e, in generale, affetto anche da altre patologie.

Se ¥ ¢ una superficie caratteristica individuata dal luogo degli zeri della funzione .S, possiamo
usare su ¥ le coordinate normali Riemanniane ¢, £2,...,£". In questo caso possiamo esprimere
la funzione S nelle coordinate normali definendo

S, €2, ..., €)= S(xl(t, €%, €M), ..., a(t, €2, .. €M)

Con questa definizione abbiamo che S7(0,£2,...,£") = 0 per ogni scelta delle ¥, dato che il
luogo dei punti a S = 0 coincide con il luogo dei punti a ¢ = 0 e coincide con ¥ per costruzione.
Di conseguenza devono valere le seguenti condizioni:

05’ 0S5’
Fyen = e — #0.
23 P It Ji—o
La prima condizione si ottiene derivando l'identita S’(0,£2,...,£") = 0, la seconda condizione

deriva dal fatto che, se non fosse vera, avremmo che tutte le derivate di S sarebbero nulle su X
(si tenga conto di (2) in Osservazioni [1.13) e questo ¢ impossibile per la richiesta dS # 0 su X.
Di conseguenza abbiamo in particolare che, esattamente su 3,

" .98 98 " (08 Ot =059k [0S ot <~ 98 H¢"
vy - 77 — z] - _ - - -
2% Giga == 20 <at 8:51'—’_;:255’“8331') <8t 527 T 2= 9EF 57

ij=1 ij=1 h—2
(08 o ) (252 ) o o <as’>2 (85’)2

- ij (22 o0 9 _ ij ot 9o\ _ (92 1t

”Z_la (B +0) (Gram + ijz_la 921 07 1 \dr o)

dove 86—5: = 0 nelle nostre ipotesi, e quindi:

as’>—2 " 98 98
It N i -
(0.8 (at Z,lea () 57 57
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dove il coefficiente davanti alla somma a secondo membro e ben definito. Concludiamo che, come
preannunciato, la richiesta che ¥ sia una superficie caratteristica (ed in particolare la ) e
equivalente al fatto che, lavorando in coordinate riemanniane normali attorno a %, il coefficiente
a't in si annulli su ¥ e quindi non si possa applicare il teorema di Cauchy-Kovalevskaja

nemmeno quando sono aggiunte le solite ipotesi di analiticita delle funzioni coinvolte.

Si deve notare che noi abbiamo assunto che a’*(0, &) = 0 su tutta . In realtd , perché si annulli
a’™(0,€) in un punto p = (0,€) € X, ¢ sufficiente che ¥ che compare in ((1.26)) sia tangente in p
ad una superficie caratteristica.

Osservazioni 1.15.

(1) Lavorando su superfici caratteristiche il teorema di Cauchy-Kovalevskaja non puo essere
applicato. Questo pero non significa automaticamente che il problema di Cauchy sia mal posto.
In realta qualcosa si riesce comunque a dire nel caso generale sfruttando i soli risultati ottenuti:
indipendentemente dall’applicabilita o meno del teorema detto, possiamo concludere dai risultati
appena ottenuti che il problema di Cauchy non ha alcuna soluzione quando i dati di Cau-
chy sono assegnati su una superficie caratteristica 3, se essi non soddisfano una certa equazione
supplettiva. Infatti, passando a coordinate Riemanniane in modo che ’equazione differenziale si
possa scrivere come in , il fatto che ¥ sia caratteristica e che quindi a/®(0, &) = 0, implica
che ’equazione in si riduca, per t =0, a:

Y T LI - ouy  oul
Z 2allt(07€) (;éi + Z a“/zj (O>£) agz’gg] + P’ <O,£,u'0(£),u'1(£), 872[2)7 T 622) =
=2 1,j=2

Si osservi che questa condizione coinvolge unicamente i dati di Cauchy noti e non la soluzione,
incognita, dell’equazione. Se questa condizione non e soddisfatta dalle condizioni di Cauchy non
puo , evidentemente, esserci alcuna soluzione del problema di Cauchy.

(2) Mostriamo ora, con un esempio elementare, che viceversa vi sono casi in cui assegnare dati
di Cauchy su superfici caratteristiche per un’equazione iperbolica comporta che esistano infinite
soluzioni al problema posto. Consideriamo il problema di Cauchy per u € C?(R?) dove R? ha
coordinate standard (z,y):

Upy = 0,
u(z,0) = up(z) , (1.33)
uy('% 0) = ul(x) )

dove ug € C*(R) e u; € C1(R) sono assegnate.

La matrice caratteristica A dell’equazione considerata €simmetrica, costante e vale a meno di
un fattore moltiplicativo inessenziale:

o[ )
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Gli autovalori di A sono +1. Questo significa che esiste una matrice ortogonale R, 2 x 2, reale
tale che:
RAR' = diag(1,—1).

Di conseguenza ’equazione e ovunque di tipo iperbolico normale. Le superfici caratteristiche
sono ora curve caratteristiche. Determiniamone alcune. Consideriamo la solita funzione S =
S(z,y) i cui zeri determinano le curve caratteristiche. L’equazione (|1.32)) si riduce ora a:
0S50S 0
Oz Oy
La soluzione S = costante non determina alcuna caratteristica in quanto l'insieme S(x,y) = 0

& vuoto se la costante & non nulla, oppure & tutto R? se la costante & nulla, ma in tale caso dS = 0
ovunque. Pertanto deve essere S = Sy(z) con dSy/dx # 0 (per avere dS # 0) sull’insieme:

{(l',y) € R2 |Sl(m) =0 } )
oppure S = Sa(y) con dSy/dy # 0 sull’'insieme:
{(z,y) €R? [S2(y) =0 }.

In particolare, per ogni coppia di costanti ¢,d € R, le funzioni Sj(x) =z —ce Sa(y) =y —d
soddisfano le condizioni poste. In definitiva le rette x = costante e y = costante sono curve
caratteristiche.

In particolare la retta y = 0 éuna curva caratteristica e pertanto le condizioni di Cauchy del
problema sono assegnate su una superficie caratteristica.

La soluzione generale dell’equazione uzy, = 0 in R? con u € C*(R?) & (provarlo per esercizio):

u(z,y) = f(x) +9(y),

dove f,g € C%(R) sono funzioni arbitrarie. Pertanto ogni eventuale soluzione di (1.33)) si deve
ricondurre a questa forma. In particolare dovra essere:

u(z,0) = f(x)+g(0) =up(x), (1.34)
uy(z,0) = ¢'(0) =ui(z). (1.35)
Concludiamo immediatamente da ((1.35)) che: se u; non éwuna funzione costante, allora il pro-
blema di Cauchy non ha soluzioni.
Tuttavia, nel caso in cui u; sia una funzione costante, il problema (1.33) ha infinite soluzioni.
Infatti ogni funzione della forma:
u(z,y) = wy + h(y) + uo(z)

per h € C%(R) arbitrariamente scelta purché h(0) = 0 e h/(0) = 0, risolve il problema di Cauchy
(1.33).

Esempi 1.3.
(1) Consideriamo l’equazione delle onde su R™, con velocita di propagazione delle onde data
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dalla costante ¢ > 0:
1 0%u
2o
Le coordinate su R" sono state decomposte come: = = (¢,x) € R x R"~!. L’equazione & scritta
in forma normale rispetto alla variabile ¢ nel modo seguente:

+Au=0.

d%u

2
w:CAU.

Ci si aspetta pertanto, che assegnando come dati di Cauchy u(0,x) e %(0, X) esista una soluzione
(ed una sola) del problema. Questo accade effettivamente, quando i dati di Cauchy sono in una
determinata classe di funzioni. Passiamo a studiare le superfici caratteristiche sulle quali il
problema di Cauchy ¢, in generale, mal posto. Per (tg,xo) € R" fissato, si consideri la superficie
conica di vertice (to,Xg):

F(to,xo) = {(t,X) e R" | C2(t — t0)2 = (X — X0)2} .

Posto S(t,z) = c(t — t9)? — (x — X¢)?, abbiamo che il luogo dei punti (¢,x) per cui S(t,x) =0
coincide con I'( ), inoltre

dS = 2c3(t — to)dt — 2(x — %) - dx

non si annulla su T, 0y \ {(to,x0)}. Infine, se a”/ definiscono la matrice caratteristica dell’e-
quazione delle onde, si ha che:

", .08 9S8 1 /0S\2 <~/0S\2
Y _— = —— | — — A2 (4 2 . 2
Za Ozt O c? (875) +Z(8x"') Ae7(t = 10)” + 4(x = x0)”,

ij=1 i=2

si annulla esattamente su I'( ). Concludiamo che I ) \ {(t0,%0)} € una superficie caratte-
ristica dell’equazione delle onde. Tale superficie ¢ detta cono di luce di vertice (g, Xo).

E importante precisare che i coni di luce non sono le sole superfici caratteristiche dell’equazione
delle onde. Altre semplici superfici caratteristiche sono date dai piani di equazione

ct+x-b=d,

dove il vettore costante b € R"~! soddisfa ||b|| = 1 e d € R & arbitrario. La funzione S in questo
caso ¢ banalmente:
S(t,x):=ct+x-b—d.

(2) L’equazione di tipo Klein-Gordon (con x € R):
1 0%¢
2 ot?

malgrado abbia un termine aggiunto rispetto all’equazione di D’Alembert, ha esattamente le
stesse superfici caratteristiche, dato che cio che conta e solo la forma quadratica associata alle

+Ap—kp=0,
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derivate seconde.

(3) Le equazioni ovunque di tipo ellittico in 2 C R™, ed in particolare ’equazione di Poisson
e quella di Laplace non ammettono superfici caratteristiche. Infatti, essendo la matrice dei
coefficienti a”/ definita positiva, I’equazione ammette come unica soluzione:

oS
7 =0, peri=1,2,...,n,

per cui, di conseguenza dS = 0 ovunque sul dominio di S. La non esistenza di superfici caratte-
ristiche non significa, come gia sottolineato, che i problemi di Cauchy siano sempre ben posti.
(4) Se 2 :=R", consideriamo infine I’equazione del calore:

ou
—ﬁ%—a Au=gq.

dove a > 0 ¢ una costante e ¢ = ¢(¢,x) una funzione assegnata. Sopra le coordinate su R™ sono
ancora state decomposte come: x = (t,x) € R x R"1. In questo caso, la (1.32) si riduce a:

"L 05\?
Z(@:ﬁ) =0,

=2

che ammette come soluzione ogni funzione regolare S = S(t). In particolare, per ogni fissata
costante ¢ € R, la funzione S(t,x) = t — ¢ soddisfa tutti i requisiti per definire superfici carat-
teristiche. Concludiamo che i piani ¢ = costante sono superfici caratteristiche dell’equazione del
calore.

Considerando equazioni di tipo iperbolico normale (del secondo ordine ovviamente), si puo for-
mulare il problema analogo a quello di Cauchy, ma con una sola condizione iniziale (tipicamente
la restrizione della funzione incognita ad una superficie) ed assegnata su una superficie carat-
teristica. Questo problema viene detto problema di Cauchy caratteristico oppure problema di
Goursat. Si tratta di un problema il cui studio ¢ piuttosto difficile e sul quale esistono pochi
risultati generali.

Nel caso parabolico normale, il problema di Cauchy puo essere formulato assegnando dati di
Cauchy su una superficie caratteristica, pur di assegnare un dato in meno, cioé la sola funzione
e non la sua derivata normale sulla superficie caratteristica. In tal caso esistono teoremi di
esistenza ed unicita.
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Capitolo 2

Equazioni Ellittiche e funzioni
armoniche in R": risultati
elementari.

In questo capitolo affronteremo il problema della ricerca delle soluzioni di una certa classe di
equazioni differenziali alle derivate parziali ellittiche e dello studio di alcune delle loro proprieta.

2.1 Il problema fisico dell’elettrostatica e le equazioni di Poisson
e Laplace.

Noi ci occuperemo dell’analisi matematica del problema fondamentale dell’elettrostatica. Il
regime elettrostatico si ottiene studiando il campo E unicamente tramite le prime due equazioni
di Maxwell. In tale ambito si assume che E unitamente a p, pensata come funzione assegnata,
ed al campo B (che in tal modo sparisce dalle equazioni suddette) siano funzioni indipendenti
dal tempo.
Consideriamo un insieme aperto 2 C R3 non vuoto e connesso (anche se alcuni teoremi che
dimostreremo in seguito sono validi anche se €2 non & connesso). La seconda equazione di Maxwell
in forma integrale, se si assume E = E(x) di classe C%(Q), assicura che E sia conservativo.
Pertanto, in queste ipotesi esistera una funzione ¢ : Q — R di classe C'*(2), determinata a meno
di costanti additive, tale che:

E(x) = -Vxop. (2.1)

Osservazioni 2.1. La seconda equazione in forma differenziale porta allo stesso risultato se
si assume che E sia C1(Q) e che ) sia semplicemente connesso (per esempio 2 = R). Questo
fatto mostra che le equazioni di Maxwell differenziali implicano la validita di quelle integrali solo
sotto opportune ipotesi topologiche sul dominio spaziale 2.
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La funzione ¢ ¢ detta potenziale elettrostatico. Determinare ¢ significa determinare E,
pertanto passiamo a studiare ¢ che, essendo un campo scalare, e piu facile da maneggiare di
un campo vettoriale quale ¢ E. Supponiamo di conoscere la densita di carica elettrica in 2,
descritta da una funzione p € CY(£2). Se assuminamo che ¢ sia di classe C?(Q2) (cioe E di classe
C(9)), la prima equazione di Maxwell in forma differenziale, tenuto conto della (2.1 ed del
fatto che

V-V=A,

implica immediatamente che ¢ soddisfi su 2 ’equazione di Poisson

3

Ap = —47mp ossia Z b
ij=1

dp
0zt 0y

= —47p. (2.2)

Tale equazione ¢ un tipico esempio di equazione ellittica, infatti la forma quadratica associata
al termine del secondo ordine € costantemente definita positiva.

In particolare se la densita di carica € nulla in tutti i punti della regine €2, cioe p = 0, allora
I’equazione diviene I’equazione di Laplace:

Ap=0. (2.3)

Come gia detto, la conoscenza del potenziale ¢ comporta anche la conoscenza del campo elettri-
co e quindi la soluzione del nostro problema. Le tre domande fondamentali alle quali un fisico
vorrebbe avere risposta (dai matematici) sono: data una generica densita di carica p € C°(Q),
esiste la soluzione dell’equazione ? E unica? Come possiamo calcolarla?

Per dare una risposta positiva alle prime due domande (esistenza e unicita) & necessario fare delle
ipotesi sulla struttura della regione €2 e imporre delle condizioni aggiuntive che il potenziale ¢
dovra soddisfare: le condizioni al contorno. Abbiamo gia detto (e lo proveremo esplicitamente
tra poco) che non possiamo dare condizioni di Cauchy complete perché il problema risulta, in
generale essere malposto. Dobbiamo pertanto “indebolire” le condizioni assegnate nel problema
di Cauchy. Ci sono diversi modi di far cio. Vediamo i due esempi piu importanti.

Problema di Dirichlet. Risolvere il problema di Dirichlet significa risolvere I’equazione di
Poisson su una regione {2, insieme aperto a chiusura compatta imponendo i valori che il potenziale
o deve assumere sul bordo 92 di €:

Ap=f su,
{ vlan= o (assegnato) . (2.4)

Osservazioni 2.2.

(1) Una tipica situazione fisica il cui & necessario risolvere un problema di Dirichlet & quella in
cui 910 & una superficie conduttrice, sulla quale il potenziale elettrico ha un valore costante che
puo essere assegnato arbitrariamente dall’esterno collegando la superficie ad una batteria e in
Q) ¢ anche presente una densita di carica p = f/4r assegnata. Vedremo che in questo caso la
soluzione ¢ del problema ¢ unica, e quindi il campo E = —V & unicamente determinato.
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(2) C’¢ anche un altro caso fisicamente importante in cui rientra I’equazione di Laplace. Si tratta
del caso in cui si vuole determinare la temperatura 7" in un mezzo omogeneo di volume €2 limitato
(pensato come un aperto a chiusura compatta di R3), quando & tenuta fissa tramite termostati,
ed enota, la temperatura al contorno del mezzo 9€) e il sistema fisico si trova in situazione
di regime (non ci sono piu variazioni di temperatura nel tempo). In tal caso, all’interno di €,
la temperatura T soddisfa I’equazione di Laplace e pertanto il problema fisico si riduce ad un
problema di Dirichlet:

{ AT =0 suf,

Tloa= To (funzione assegnata) . (2.5)

Questa situazione si ha, nella pratica, quando si deve progettare un forno scaldato tramite le
pareti, oppure nei problemi in cui si vuole ottimizzare la cottura di qualche cibo o materiale
scaldandolo attraverso la superficie esterna.

Problema di Neumann. Risolvere il problema di Neumann significa risolvere I’equazione di
Poisson su una regione §2, con ) aperto a chiusura compatta e bordo 952 regolare, imponendo
i valori che la derivata normale alla superficie potenziale g—ﬁ = V¢ - n deve assumere sul bordo

00 di Q:
Ap=f suQ,
g lon= ¢1 (assegnato) . (2.6)
On

Osservazioni 2.3.

(1) Notiamo che nei problemi di elettrostatica —V¢ - n & la componente del campo elettrico
ortogonale alla superficie 0f).

(2) Una tipica situazione fisica il cui & necessario risolvere un problema di Neumann & quella in
cui 09 & una superficie conduttrice ed ¢ anche presente in {2 una densita di carica p = —f /4w
assegnata. (In tal caso si dimostra che il campo elettrico & sempre ortogonale a 952 ed & propor-
zionale alla densita di carica superficiale su 092).

Vedremo che per il problema di Neumann, se esiste la soluzione ¢, essa € unica a meno di una
costante additiva. Nel caso in cui ¢ rappresenti il campo elettrico E = —V, ne consegue che
esso € comunque unicamente determinato perché non risente della costante additiva con cui e
indeterminato ¢.

2.2 Principio del massimo per funzioni armoniche e principio
del massimo generalizzato.
2.2.1 Funzione armoniche e sub armoniche in R".

Le funzioni reali di classe C? che soddisfano ’equazione di Laplace, anche in dimensione maggio-
re di 3, sono di grandissima rilevanza in matematica, per le loro molteplici proprieta analoghe a
quelle delle funzioni analitiche (olomorfe) complesse di variabile complessa [ST84, Ru82|. Queste
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funzioni sono dette funzioni armoniche.

Definizione 2.1. Sia Q@ C R™ aperto non vuoto e ¢ :  — R. ¢ e detta armonica se
© € C?(Q) e soddisfa Ap =0 in Q. &

Le funzioni subarmoniche hanno minor rilevanza ma sono un utile strumento tecnico in alcune
dimostrazioni.

Definizione 2.2.  Sia 2 C R™ aperto non vuoto e ¢ : 0 — R. ¢ & detta subarmonica se
@ € C%(Q) e soddisfa Ap > 0in Q. &

Osservazioni 2.4.
(1) A volte si richiede che 'insieme aperto non vuoto € sul quale sono definite le funzioni
armoniche e sub armoniche sia anche connesso. Noi non faremo questa assunzione dato che
non e strettamente necessaria. Quando essa risultera necessaria ci ridurremo a lavorare in una
componente connessa di (2.
(2) Le funzioni armoniche appaiono, ovviamente, in maniera naturale quando si studano le
soluzione dell’equazione di Laplace:

Ap=0.

Le funzioni subarmoniche appaiono in maniera naturale quando si risolve invece I’equazione di
Poisson, se il termine di sorgente f ¢ opportuna. Se infatti ¢ : Q — R, di classe C?, soddisfa
I’equazione di Poisson:

Ap=f

dove f € C°(£) & una funzione non negativa: f(z) > 0. In tal caso, banalmente ¢ & subarmonica.

Esempi 2.1.

1. In dimensione n = 1 le funzioni armoniche sono tutte e sole le funzioni che si restringono
a funzioni lineari (non necessariamente omogenee) su ogni componente connessa del dominio.
Infatti gli aperti sono unioni di aperti connessi e gli aperti connessi di R sono gli intervalli aperti
(a,b), inoltre, se su (a,b) vale, per ¢ € C*((a,b)):

d2
allora, integrando,
d
%go(ac) =m costante,

per cui, per qualche costante ¢ € R:
o(x) =mx+q, perognizé€ (a,b).

Viceversa ogni funzione lineare su (a, b) & sicuramente di classe C?((a, b)) ed ha derivata seconda
nulla. Su ogni componente connessa di un aperto non vuoto 2 C R, ogni funzione armonica
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su €2 e una funzione lineare e in generale non omogenea. Si osservi che le costanti m, ¢ possono
essere diverse a seconda della componente connessa di €2 considerata.

Per n = 1, le funzioni subarmoniche sono invece le funzioni di classe C? definite in aperti non
vuoti e ivi convesse.

2. Sia n = 2. Esiste un legame interessante tra funzioni analitiche complesse e funzioni reali
armoniche. Si consideri f :  — C con 2 C C aperto, f e detta analitica oppure, indifferente-
mente, olomorfzﬂ su €, se per ogni zg € €2 la funzione f ammette sviluppo di Taylor centrato
in 2y e convergente a f in un intorno aperto di zg. L’esistenza della serie di Taylor necessita in
particolare dell’esistenza della derivata:

f(2) = £(z0)

Z—20 zZ— 20

eC, (2.7)

per ogni zy € Q. Il limite & definito nella topologia di R?: per ogni € > 0 esiste § > 0 t.c. se

|z — 20| < 0 allora:
f(z) = f(=0)
Z— 20

— f,(Z(]) <€,

e quindi ¢ uniforme in tutte le direzioni. In particolare quindi, se f’(2q) esiste nel senso scritto
sopra, puo essere calcolata derivando lungo una fissata direzione. Decomponendo ([2.7)) in parte
reale ed immaginaria, si puo scrivere:

z=z+iyeQ, [f(z)=flz+iy) =u,y) +iv(z,y)

dove u,v : © € R? — R sono la parte reale e immaginaria della funzione f che risultano
essere funzioni (infinitamente) differenziabili, come si prova subito tenendo conto che se f &
(infinitamente) differenziabile lo ¢ anche la funzione complessa coniugata f e valgono le relazioni

w(z,y) = (f(z +iy) + f(z+iy))/2 e v(z,y) = (f(z +iy) — f(z +iy))/(2i). Tenendo conto
dellindipendenza direzionale del limite per calcolare f’(zp), abbiamo:

F(z0) = lim f(zo+iyo+h) — flxo+iyo) _ lim fxo +iyo + Zﬁ) — f(xo +iyo) 7
h—0 h h—0 ih

Sostituendo la decomposizione di f in parte reale ed immaginaria, abbiamo dunque 'identita :

9 (u(w,y) +iv(zy) = 22 (ule,y) + iv(z.y)) |

ox i Oy
dove le derivate sono calcolate nel generico punto (xg,10) € 2 C R?. Tenendo conto che u e v
sono reali, raccogliendo separatamente parte reale ed immaginaria nell’identita trovata, abbiamo
immediatamente che devono valere le condizioni di Cauchy-Riemann:

8u_8v 8u_ ov

ou _ov ou_ _ov ' Q. 2.
9~ 3y 9 5y 0 Per ogui (z,y) € (2.8)

1 fatto che esistano due nomi per la stessa classe di funzioni ¢ dovuto al particolare percorso storico che
la teoria delle funzioni di variabile complessa ha seguito. Inizialmente si davano due differenti definizioni per le
funzioni olomorfe e per quelle analitiche, piu tardi & stato dimostrato che si tratta della stessa classe di funzioni.
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Abbiamo infine direttamente dalle condizioni di Cauchy-Riemann:
Au=0, Av = 0.

Concludiamo che la parte reale ed immaginaria di ogni funzione olomorfa ¢ una funzione armo-
nica.

3. In dimensione n > 1 le funzioni armoniche sono moltissime. Alcuni polinomi di grado n
sono armonici in dimensione n > 1: P(x!,--- 2") = z!-.-2™ Vi sono anche funzioni non

polinomiali, come per esempio, se n > 1:
o(x!, ..., z") = sin (\/n — 1:L‘1) sinh(z? + - 4+ 2").

Osservazioni 2.5.
(1) Si puo dimostrare che condizione necessaria e sufficiente — e la sufficienza € uno dei risultati
pit notevoli della teoria delle funzioni analitiche complesse — affinché f : Q@ — C, con Q € C
aperto non vuoto, sia olomorfa su €2 & che, per ogni 2o € (, esista la derivata f’(z(), definita in
2-7).
(2) Si puo provare [ST84], in riferimento a f : @ — C, con Q2 C C aperto non vuoto, che f
& olomorfa in €2 se e solo se la sua parte reale ed immaginaria u e v soddisfano: (i) u,v € C(Q)
(pensando € come sottoinsieme di R?) unitamente a (ii) le condizioni di Cauchy-Riemann
su 2.
(3) Le funzioni olomorfe sono molto comuni: tutti i polinomi della variabile z € C sono funzioni
olomorfe su C, i rapporti tra polinomi sono funzioni olomorfe su tutto C escludendo gli zeri del
polinomio a denominatore. Vi sono poi funzioni olomorfe definite sommando serie che estendono
nel piano complesso funzioni reali di variabile reale. Per esempio:
e” = S =
= n!
estende a valori complessi la funzione esponenziale R 3+ e” definendo una funzione olomorfa su
tutto il piano complesso. Nello stesso modo, cioe usando la stessa serie di Taylor che le definisce
nei reali, ma valutandola per valori complessi della variabile, si definiscono le funzioni olomorfe
sinz e cosz su tutto il piano complesso e si verifica la relazione di Eulero valida per tutti i
complessi z = x + iy € C:
e =e"(cosy +isiny) .

Sono infine olomorfe le composizioni di funzioni olomorfe. Quindi, per esempio:
22
C\{1}> z»—)sin(e“) ,

¢ una funzione olomorfa sul dominio indicato.
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2.2.2 Principio del massimo (in forma debole).

Nel caso n = 1, le funzioni armoniche sono, come visto sopra, della forma ¢ : (a,b) 3 x — mx+gq.
Notiamo che, nel caso considerato, se estendiamo ¢ all’intervallo chiuso [a, b], supposto a, b finiti,
accade che il massimo ed il minimo di ¢ sono assunti sul bordo di tale intervallo. Questa € una
notevole proprieta delle funzioni armoniche che vale nel caso generale e cade sotto il nome di
principio del massimo (anche se & un teorema). Si osservi che, sempre nel caso n = 1, ogni
funzione subarmonica ¢ : (a,b) — R (che ¢ convessa come prima precisato), se ¢ estendibile per
continuita ai valori estremi dell’intervallo (a,b) supposto finito, assume valore massimo in uno
dei due estremi. Anche questa ¢ una proprieta generale delle funzioni subarmoniche che useremo
per provare il principio del massimo per funzioni armoniche e che enunciamo in un unico teorema.

Teorema 2.1.  (Principio del massimo). Sia Q C R™ aperto non vuoto con § compatto.
Sia ¢ : Q — R di classe C°(Q). Allora vale quanto segue.
(a) Se ¢ ¢ subarmonica in Q allora:

max ¢ = max .

Q 0N
(b) Se ¢ é armonica in Q2 allora:
max ¢ = max min ¢ = min e max = max .
lax ¢ = maxp, lin ¢ = min 1ax || = max ||

¢

Dimostrazione. Prima di tutto notiamo che Iipotesi di compattezza di £ e quindi del suo sot-
toinsieme chiusoE| 0f2 assicura l'esistenza dei massimi e minimi di cui si parla nella tesi essendo
essi relativi a funzioni continue.

(a) Supponiamo inizialmente che Ay > 0 su Q. Sia 29 € Q un punto di massimo assoluto.
Proviamo che xg € 02 e quindi la validita della tesi (a) nel caso Agp > 0.

Se per assurdo fosse zg € €, allora la matrice hessiana di coefficienti % zo sarebbe semidefini-
ta negativa e quindi la sua traccia sarebbe non positiva: Az, < 0, che contraddice Ag|z, > 0,
quindi xzg € 01.

Consideriamo ora il caso Ap > 0 e definiamo la funzione ¢ su Q come @(x) = p(x) + €|z|?, dove
€ > 0 e fissato. Allora su Q vale Ap = Ap + 2ne > 0, quindi applicando il risultato appena
dimostrato, si ha per ogni fissato x € :

5(z) < 5 < R?,
$(z) < max g < maxy + e

dove R? = max,cgq |z|?. Essendo ¢(x) < ¢(x) + €|z|? = $(x), concludiamo che:

p(r) < I%%XQO—FER2 per ogni x € Q e ogni € > 0.

200 = R™ \ (Int(Q) U Ext(2)) & chiuso perche complemento di un insieme aperto e in questo caso 952 & anche
compatto perché sottoinsieme chiuso del compatto 2.
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Fissando = € Q e prendendo 'estremo inferiore di entrambi i membri al variare di € > 0, dovra
anche essere (per il valore fissato di x):

< .
p(z) < max e
L’arbitrarita di = € Q implica la tesi in (a).
(b) Se ¢ & armonica allora ¢ e —¢ sono subarmoniche, da cui:

max max
o ¥ = ')

minp = —max(—¢) = — max(—p) = min .

Inoltre, dato che max |¢| = max(| max |, | min ¢|) vale anche:
max || = max|p|.
a

Osservazioni 2.6.  Attenzione che il teorema non afferma che, per esempio, i punti di massimo
delle funzioni continue sul compatto 2 e subarmoniche sull’aperto €2 cadano necessariamente in
0! Afferma che il massimo di tali funzioni viene sicuramente raggiunto sulla frontiera di €2, ma
non vieta possa essere anche raggiunto in punti di €2. L’esempio piu elementare ¢ la funzione
costante p(z) = 0 ovunque su §. Osservazioni simili valgono per le funzioni armoniche.

2.2.3 Principio del massimo (in forma debole) generalizzato.

Mostriamo ora che il teorema precedente si generalizza a funzioni che non sono necessariamente
armoniche, ma che sono soluzioni di una particolare classe di equazioni del secondo ordine lineari
ed ellittiche.

Teorema 2.2. (Principio del massimo generalizzato). Sia Q C R™ aperto non vuoto

con Q compatto. Sia:
n

— ’L]
L= ”Z::I “ 8x’8:ﬂ3 Z V(a 8:31

un operatore differenziale del secondo ordine tale che:

(i) la matrice simmetrica dei coefficienti a”(x) sia definita positivcﬂ per ogni x € €2,

(ii) per qualche C > 0 e per qualche k = 1,...,n valga a**(x) > C per ogni = € Q,

(iii) per qualche K € R e per lo stesso k di (i) valga b*(x) > K per ogni x € €.

(Le ipotesi (i) e (iii) sono soddisfatte se le funzioni x + a“(x) e x — b (x) si estendono a
funzioni continue su tutto Q e (i) vale su €).)

3Cioe Siioa a(x)ziz; > 0se (21,...,2,) # 0.
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Si consideri una funzione ¢ : Q — R di classe CO(Q) N C2(2). Allora valgono i fatti sequenti.
(a) Se Ly >0 su Q allora:

maxy = n(})%x %)

(b) Se Ly =0 su Q2 allora vale, in aggiunta alla precedente, anche:

ming =ming ¢ max|p| = max|p|.

¢

Dimostrazione. Si procede come nella dimostrazione del teorema precedente. Se vale Ly > 0

su Qe g € Q& un punto di massimo assoluto della funzione ¢ su Q, allora V|, = 0 e la matrice
di coefficienti %| 2o © semidefinita negativa. Dato che la matrice A(z) di coefficienti a%/ ()
¢ definita positiva, per il teorema di Sylvester, si potra scrivere come A(zg) = DID' = DD! dove

D ¢éuna matrice quadrata non singolare. Inoltre, se H(xp) €la matrice quadrata simmetrica

2
di coeflicienti %]%, si ha (tenendo conto che la parte del prim’ordine di L non fornisce

contributo in quanto tutte le derivate prime di ¢ si annullano in xg):

- ij 82@
LSO|$0 = Z a J(x) Oz Ox ‘wo = tr (A(xo)H (20)) ,
i =1

per cui:
Lp|y, = tr (DD'H (20)) = tr (D'H(z0)D) .

Dato che D &non singolare e H(xq) & semidefinita negativa, D*H (zo)D sara ancora semidefinita
negativaﬁ e quindi avra autovalori non positivi. La traccia di tale matrice sara dunque non
positiva. In definitiva:

oo D%y
Lioley = 3 a¥(0) 55 a0 < O
i,j=1

che & assurdo perché per ipotesi Ly|,, > 0.

Assumeremo ora che k = 1 verifichi le richieste in (i) e (ii). Ci si pud sempre mettere in tale
situazione riordinando le coordinate z',...,z™. Supponiamo ora che Ly > 0 su € e definiamo
@(z) = @(x) + €’ cony >0 e e >0 fissati.

Lg(z) = Lo(x) + e(y%all () + bl (2))e® .

Se v > 0 ¢ abbastanza grande, dato che a''(z) > C > 0 e b'(z) > K > —oo, allora deve essere
e(y2at (z) + b (2))e?® > ey(7C + K)e™™ > 0 su Q per ogni € > 0.

(Si osservi che se le funzioni x + a%(x) si estendono a funzioni continue su tutto e (i) vale
su tale insieme, allora la definitivita positiva di a™(z) implica, in particolare, che a**(z) > 0 su

“Per ipotesi u'H(zo)u < 0 per ogni u € R™, ma dato che D : R® — R" ¢biettiva, dovraanche valere:
v!D'H (x0)Dv = (Dv)' H(z0)Dv < 0 per ogni v € R™.
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Q per ogni k e dunque, data la continuitd di ¥, il suo minimo ¢ minorato da qualche C' > 0
e quindi vale (ii). Se z + b¥(z) si estende ad una funzione continua su Q allora & sicuramente
limitata su © e quindi vale (iii)).
Abbiamo ottenuto che:

Ly >0 suf

Per la prima parte dei questa dimostrazione, abbiamo quindi che:

max ¢ = max @
2 2 69('0’

e allora, per ogni fissato = € Q:

< @ < D = H < E
p(z) < P(r) < max § = max g < max + €

1 . . .
con ¥ = maxgn €7 . La dimostrazione si conclude come quella del teorema precedente. O

Osservazioni 2.7. Si noti che non estata fatta alcuna ipotesi di regolarita sulle funzioni
Q32— di(x) e Q> x+— b¥(x) usate nella definizione di L, se non la richiesta che alcune di
esse siano limitate dal basso.

2.2.4 Due teoremi di unicita per il problema di Dirichlet dal principio del
massimo.
In questa sezione applichiamo il principio del massimo per dimostrare 'unicita delle soluzioni

dell’equazione di Poisson ([2.2)) nel caso del problema di Dirichlet.

Teorema 2.3.  (Unicita per il problema di Dirichlet 1). Si consideri il sequente problema
di Dirichlet per la funzione ¢ : Q0 — R, riferita all’aperto 2 C R™ non vuoto a chiusura compatta:

{ jr‘g;:fw o 2 Lecd@nc), (2.9)

con f € C%Q), ¥ € C°(09Q) assegnate. Se esiste una soluzione ¢ al problema posto, questa é
unica.

Dimostrazione. Siano ¢1 e ¢ due soluzioni del problema, dimostriamo che la funzione ¢1 — ¢9
¢ identicamente nulla: ¢; — ¢2 = 0.

$1 — ¢ & armonica su €, infatti ¢ — o € C%(Q) e A(¢1 —¢2) = 0 su ; inoltre (¢ — ¢2)|sn = 0.
Per il principio del massimo

max |1 — ¢2| = max ¢ — ¢2| =0,
Q o0
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da cui ¢ = @9 su Q. O

Osservazioni 2.8.

(1) Notare che nel teorema precedente non abbiamo fatto alcuna ipotesi sulla regolarita di 052,
in particolare non & necessario che 92 sia una superficie regolare. Non & necessario inoltre sup-
porre che € sia connesso, ma solo aperto a chiusura compatta.

(2) Se tuttavia assumiamo anche che 02 sia regolare e quindi abbia senso calcolare la de-
rivata normale n - Vy [5q possiamo studiare il problema di Cauchy in 2, cercando funzioni
© € C%(Q) N CY(Q) che risolvano Agp = f in €2, con i soliti due dati di Cauchy assegnati su 9Q:
Yo = @lan € Y1 =n - Vlgn ed intepretati come condizioni iniziali.

Il teorema di unicita provato implica che tale problema di Cauchy (quindi con due dati iniziali)
sia malposto nel senso di Hadamard perché viola la prima richiesta, quella di esistenza delle so-
luzioni nella classe C2(Q) N C(Q2). In altre parole esistono necessariamente coppie di condizioni
iniziali 19,41 alle quali non corrisponde alcuna soluzione ¢ € C?(Q)NCH(Q) di Ap = f in Q
che si raccordi al bordo con entrambi i dati detti.

Per provare cio assumiamo per assurdo che esistano sempre soluzioni al problema di Cauchy
detto comunque scegliamo i dati di Cauchy. Consideriamo allora due coppie di dati di Cauchy
o € CL(ON), 11 € CVIN) e ) € CHIN), ¥ € CO(IN) con g = ) ma 1y # ;. Indicahiamo
rispettivamente con ¢ e ¢’ in C2(Q)NC(Q) le soluzioni dei problemi di Cauchy corrispondenti.
La funzione ¢ := ¢’ — ¢ € C?() N C1(Q) soddisfa Ap = 0 e ¢[ga= 0 e per il teorema provato
deve quindi coincidere con la funzione identicamente nulla su €2, e quindi su Q per continuita,
dato che tale funzione soddisfa la stessa condizioni di Dirichlet di annullamento al bordo. Ma
allora dovrebbe anche essere n - Vo laa= 0 e cioe ¢ = 9| fatto che & stato escluso per ipotesi.
(3) Si supponga di essere riusciti a provare, e questo € possibile sotto opportune ipotesi di rego-
larita di 09, che © ed f del teorema precedente siano tali che, per ogni 1) € CY(9Q) esista una
soluzione (e dunque una sola soluzione) ¢ del problema di Dirichlet per ’equazione di Poisson
Ap = f con f assegnata. In questo caso si pud concludere che il problema di Dirichlet sia
ben posto nel senso di Hadamard, considerando la sola condizione al bordo di Dirichlet, quan-
do si dota lo spazio delle condizioni iniziali e lo spazio delle soluzioni della topologia metrica
indotta dalla norma || - ||o (vedi la sezione [1.1.3). Infatti, per ogni dato di Dirichlet sul bordo
Y € CY(9R) avremmo (a) una soluzione @[] € C2(Q) N C°(Q) (b) tale soluzione sarebbe unica
e (c¢) essa soddisferebbe anche ||p[1)] — @[1']||oo <[]0 — || come segue subito dal principio del
massimo e dalla linearia dell’equazione differenziale. Da tale disuguaglianza segue la continuita
della funzione 9 — @[] nelle topologie considerate. Se si accetta come topologia nello spazio
delle soluzioni quella indotta da || ||ec quanto detto & vero. In realta si potrebbe anche sostenere
che la topologia della norma || || non sia molto appropriata nello spazio delle soluzioni, dato
che non considera le derivate delle funzioni ¢ che sono considerate nell’equazione stessa (in linea
di principio, si potrebbe avere una successione di dati al bordo che tende a zero nella topologia
della norma || ||so (cioé uniformemente), mentre le derivate delle soluzioni associate non tendono
ad alcun limite). Non siamo nelle condizioni di affrontare questa questione per il momento dato
che non abbiamo ancora alcun teorema di esistenza.
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Con la stessa dimostrazione del teorema precedente, ma usando il principio del massimo gene-
ralizzato si dimostra facilmente il seguente teorema piu generale.

Teorema 2.4. Sia Q C R™ aperto non vuoto con 0 compatto. Sia:

L 52 o o
L Z ¢ (x)axiawj +Z. 1b](x)(9a:j

3,j=1 Jj=

un operatore differenziale del secondo ordine su §2 tale che:
(i) la matrice simmetrica dei coefficienti a”(zx) sia ovunque definita positiva per ogni x € €,
(ii) per qualche C > 0 e qualche k =1,...,n valga a**(x) > C per ogni = € Q,
(iii) per qualche K € R e lo stesso k di (i), valga b*(z) > K per ogni x € Q
(Le ipotesi (i) e (iii) sono soddisfatte se le funzioni x + a"(x) e x — b (x) si estendono a
funzioni continue su tutto Q e (i) vale su €.)
Si consideri il problema di Dirichlet per ¢ : Q — R:

{ i}‘;::f o 2. Leov@ ), (2.10)

con 1 € CO(O0N) e f assegnate. Se esiste una soluzione al problema posto, questa ¢ unica. $»

Passiamo a provare un teorema di unicita della soluzione del problema di Dirichlet su una regione
non limitata (problema di Dirichlet esterno) nell’ipotesi che la soluzione ¢ tenda a 0 uniforme-
mente in tutte le direzioni quando ||x|| — oo, in altre parole: per ogni € > 0 esiste R, > 0 tale
che |p(z)| < e se ||z|| > Re. In realta la tesi del teorema seguente continua a valere banalmente
se si rimpiazza la richiesta che ¢ tenda a 0 con la richiesta piu fisica che ¢ tenda ad una qualche
costante ¢ uniformemente in tutte le direzioni quando ||z|| — oc.

Teorema 2.5. (Unicita per il problema di Dirichlet 2). Se Q éun aperto di R" a

chiusura compatta, eventualmente Q = @, si consideri il problema di Dirichlet per ¢ : R™ \ Q —

R, dove vale p € C?(R*\ Q)N C° (R" \ﬁ) :

{Agz):f suR™\ (2.11)
vlaa=1, © — 0 uniformemente in tutte le direzioni quando ||z|| — oo. '

dove f € CO(R™\ Q) e v € C°(09Q) sono funzioni assegnate.
Se esiste una soluzione essa ¢ unica. <

Dimostrazione. Sia Br una palla aperta di raggio R > 0 centrata nell’origine di R™ e contenen-

te Q, che esiste dato che © & un compatto in R” ed & quindi limitato. Siano ¢, e ¢ due soluzioni
del problema (2.11)) quindi tendenti uniformemente a 0 quando = — oco. Allora ¢ — ¢2 = 0 su
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0N e |¢p1 — ¢2|lopr— 0 quando R — oo uniformemente. Dato che ¢ — ¢ & armonica in Bg \ O
e continua sulla chiusura (che ¢ compatta) di tale inseme, fissato x € R™ \ €,

|p1(z) — (>‘<8m%)]§ |1 — ¢2’:Ian§;(|¢1—¢2’—>0 se R— 0.

Cio prova che ¢1(x) = ¢o(z) per ogni z € R™\ Q. Per continuita il risultato vale su tutto R™ \ €.
O

Osservazioni 2.9. Anche in questo caso, nello stesso modo, ma usando il principio del mas-
simo generalizzato possiamo provare il seguente teorema piu generale.

Teorema 2.6. Se Q) # @ ¢éun aperto di R™ a chiusura compatta e si consideri il problema di

Dirichlet per per ¢ : R\ Q — R, dove vale ¢ € C2(R™\ Q) N C° (]R” \ﬁ)

{chzf suR™\ Q,

vlaa=1, ¢ — 0 uniformemente in tutte le direzioni quando ||z|| — oo.

(2.12)

dove 1 € CY(0Q) e f sono assegnate e

n

o 3 e+

4,j=1 =

e un operatore differenziale del secondo ordine tale che:

(i) la matrice simmetrica dei coefficienti a*(x) sia ovunque definita positiva per ogni x €
Rn \ ﬁ?

(ii) per qualche C > 0 e per qualche k = 1,...,n valga a**(z) > C per ogni x € R*\ Q e
k=1,2,...,n,

(i4i) per qualche K € R e lo stesso k di (i) valga b*(x) > K per ogni x € R™ \ Q.
Se esiste una soluzione essa ¢ unica. <

2.3 Le identita di Green le loro conseguenze elementari.

In questa sezione introduciamo delle formule utili dette di identitd di Green, che hanno alcune
importanti conseguenze sulle funzioni armoniche e sulle soluzioni dell’equazione di Poisson.

2.3.1 Identita di Green.

Introduciamo le cosiddette identita di Green. Le ipotesi che useremo non sono il caso piu gene-
rale possibile.

Teorema 2.7.  Sia V C R” aperto, la cui chiusura V sia compatta e tale che il suo bordo OV
sia una superficie regolare (di dimensione n—1) orientabile. Se ¢,1) : V — R sono due funzioni
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di classe CY(V), valgono le sequenti identita, dove n ¢ il versore normale a OV orientato in
modo uscentd]
Prima identita di Green:

/ oAYd —I—/ Vo -Vyd'z = oV -ndS, sep e C*V). (2.13)
|4 \4

+oV

Seconda identita di Green:

/V (6% — pA) d"z = f 6V — V@) -ndS, sev,deCXV).  (2.14)

+0V

Sempre assumendo ¢, € CH(V), le due identita valgono ancora se, rispettivamente, 1) € C*(V')
e, ¢ € C*(V). In tal caso gli integrali fV PAYd e fv (pAY — P A¢p)d™x sono da intendersi
come integrali impropri di Riemann, oppure come integrali nel senso di Lebesque, qualora le
funzioni integrande siano (assolutamente) integrabili nel senso di Lebesque.

Dimostrazione. La prima identita di Green (2.13) si ottiene applicando la formula di Gauss
alla funzione ¢V : V' — R™ (che soddisfa le ipotesi per applicare il teorma di Gauss su Q). La
tesi segue subito dall’identita:

V- (V) =V¢ -V + oAy .

La seconda identita di Green (2.14)) si ottiene dalla (2.13]), scritta due volte invertendo, la se-
conda volta, il ruolo di ¥ e ¢ e sottraendo membro a membro i risultati. O

2.3.2 Conseguenze del teorema di Gauss e delle identita di Green: teorema
di unicita per il problema di Neumann.

Vediamo ora altre proprieta delle funzioni armoniche e delle soluzioni dell’equazione di Poisson
che derivano dal teorema di Gauss e dalle identita di Green.

Teorema 2.8.  Sia ¢ armonica in 2 C R™ non vuoto aperto.
Allora, per ogni superficie regolare S C € che sia il bordo orientabile di un aperto V.C Q con
V C Q compatto, vale:

%Vgp-ndS’:O
S

dove n é il versore normale uscente alla superficie S. Il risultato vale considerando anche il caso
limite S = 0Q se Q ¢é compatto, S regolare orientabile e p € C*(Q). &

®Come indicato dal il simbolo +9V nell’integrale di superficie.
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Dimostrazione. Dato che ¢ € C?(2), possiamo applicare la formula di Gauss al volume V' C 2

con OV =5 C
ngo-ndS:/V-thd"x:/Agod"a::O.
S |4 14

Il caso limite segue nello stesso modo sempre dal teorema di Gauss, dato che la funzione Ay = 0
¢ assolutamente Lebesgue integrabile su (2. O

Conseguenza delle identita di Green ¢ il seguente teorema di unicita della soluzione del problema
di Neumann. Ricordiamo preventivamente un lemma.

Lemma 2.1. Se f: Q — R é differenziabile sull’aperto Q0 C R™ e per ogni punto di  vale
V=0 su$ allora f écostante su ogni componente connessa di ).

Dimostrazione. Ogni componente connessa di un aperto in R™ ¢ un insieme apertdﬂ e (ov-
viamente) connesso. Ogni insieme aperto connesso di R™ & connesso per archi continui Cl a
tratti. Sia €y una componente connessa di 2 e p,q € Q. Sia infine v : [a,b] — Qo una cur-
va differenziabile a tratti tale che y(a) = p e y(b) = q e v([a,b]) C Qp. La funzione continua
g(t) :== f(~(t)) per t € [a,b] ¢ differenziabile a tratti e, nelle nostre ipotesi, su ogni sottointervallo
di differenziabilita di v vale anche: ¢'(t) = 4(t) - Vf(y(t)) = 0. Ne consegue che ¢'(t) esiste ed &
nulla per ogni t € [a,b]. Il teorema di Lagrange implica allora che g € costante ed in particola-
re f(p) = g(a) = g(b) = f(q). Larbitrarieta dei punti p, ¢ € Qo implica che f & costante su Qy. O

Teorema 2.9. (Unicita per il problema di Neumann 1). Si consideri il sequente
problema di Neumann per la funzione ¢ : Q — R:
Ap=f su, o
dp o € CL(Q)NC%Q) (2.15)
n [oa= 1

con f € COQ), 1 € C°>0R) assegnate, per @ # Q C R™ aperto, connesso, con chiusura Q com-
patta e OS) superficie n — 1 dimensionale regolare e orientabile e n ¢ il versore normale uscente.
Allora, se esiste una soluzione @ al problema posto, questa é unica a meno di costanti addittive. O

Dimostrazione. Siano ¢; e ¢2 due soluzioni del problema, dimostriamo che la funzione v =
¢1— @2 € costante. Per dimostrare cio , notiamo inizialmente che ¢1 — ¢ € armonica su €2, infatti

1 — ¢ € C%(Q) e A(¢1 — ¢2) = 0 su Q. Applicando la prima identita di Green:
Oz/uAud”:c:—/Vu-Vud"ﬂs+ u%dS.
Q Q o0 On

Dato che, nelle nostre ipotesi %bg = 0 ossia g—:ﬂag = 0, l'identita di sopra implica:

/ | Vul|]?d"z = 0.
Q

5Dato che R™ & localmente connesso.
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Si osservi che l'integrale e sicuramente valido nel senso di Lebesgue dato che 'integrando e li-
mitato (perche continuo sul compatto 2) su  che ha misura finita. Dato che I'integrando &
non negativo, ||Vul| &€ quindi nulla quasi ovunque. Essendo pero ||[Vu|| continua, abbiamo piu
fortemente che ||Vu|| = 0 ovunque su . Concludiamo che, su ogni componente connessa di {2,
u deve essere costante. Questo implica immediatamente la tesi. O

Osservazioni 2.10.  Si consideri il problema di Neumann (2.15)). Notiamo che dalla formula
di Gauss applicata al campo vettoriale Vi segue

/ Apd'r = / V- -Ved'z :}1{ a—(pdS
Q Q +o0 On

dal fatto che ¢ deve essere soluzione del problema di Neumann abbiamo che
0

/ Apd™z = / fd'e e 7{ s = WdS .

Q Q +o0 On 490

Combinando i due risultati otteniamo la proposizione seguente.

Proposizione 2.1.  Condizione necessaria affinché il problema di Neumann ammetta

soluzione ¢ che:
/ fd'x = YdS .
Q 15)9)
%

Questo esempio ci porta a concludere che non tutti i problemi contenenti ’equazione di Poisson
con condizioni di Neumann ammettono soluzione. In dimensione n = 3 e dal punto di vista fisico,
quando ¢ rappresenta il potenziale elettrico e p := f/(4m) & una densita di carica, I'identita

/ pd3x = »dS
Q +092

esprime la cosiddetta legge di Gauss della teoria elettromagnetica che corrisponde alla prima
equazione di Maxwell in (|1.3)).
Concludiamo con due teoremi di unicita per il problema di Neumann esterno.

Teorema 2.10. (Unicita per il problema di Neumann 2). Se Q # @& ¢é un aperto di R"
a chiusura compatta con bordo 9S) dato da una superficie n — 1 dimensionale regolare orientabile
ed infine R™ \ Q ¢ connesso, si consideri il problema di Neumann per ¢ : R"\ Q — R:

Ap=f suR"\Q,

Iy S

g 00— ¥ peC (RM\Q)NCHR"\ ),

K _
< < n
lp@)| <K, |[[Ve(@) < A Tapere R \Q

(2.16)
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con f € COR™\Q), 1 € C°(00N) assegnate e dove n ¢ il versore normale uscente e K > 0, a > 0
sono costanti reali dipendenti da ¢ in generale. Allora, se esiste una soluzione ¢ al problema
posto, questa € unica a meno di costanti addittive. O

Dimostrazione. Sia Bpr una palla aperta di raggio R > 0 centrata nell’origine di R™ e con-
tenente €. Siano ¢; e ¢o due soluzioni del problema considerato dimostriamo che la funzione
u = ¢1 — ¢9 € costante. Per dimostrare cio, notiamo inizialmente che, per costruzione u e
armonica su Qg := (R"\ Q) N Bg. Applicando la prima identita di Green:

O—/ uAud'r = — Vu-Vud"x—i-j{ uaudS—i—f u@dS.
Qr Qr N OBRr

n n
Dato che, nelle nostre ipotesi 8(%;@ loo = 0 ossia %bﬂ = 0, I'identita di sopra implica:
0
/ |Vu|[2d"z = 7{ ull ds. (2.17)
o OBR On

D’altra parte

% u@ ds
OBRr 811

per qualche H, 8 > 0. Nell'ultimo passaggio abbiamo usato:

H
< ungp, Vu| dS < ————— ¢ dS,
}’gBR' osr V1 T+ R0 f

jun - Vu| = |u o Vu| < ful [|Vul]
e ancora, usando la disuguaglianza triangolare e la definizione di wu:

[ul [[Vull <11 Vo1l + |2| [[Veall + (01| Vo2l + |@2] [[Verll ,

e, dato che tutte le funzioni sono valutate per ||z|| = R,

H

(D1 [V r1[l + [@2] [[V@all + |d1] [[ V2l + |pa] [[Vr]| < AT Ry

dove H > 0 e 8 > 0 esistono per ipotesi (per esempio 3 ¢ la piu piccola tra le costanti o di ¢ e
¢2 e H ¢4 volte il quadrato della piu grande delle costanti K di ¢1 e ¢2). Troviamo alla fine la

disuguaglianza:
ou H f
u—dS| < ———— ds .
ngR On B (1 + R)n—H—B 9Bgr

Il secondo membro tende a 0 per R — 400 in quanto I'ultimo integrale ha come valore il volume
del bordo di Bp (rispetto alla misura di Borel naturale su tale bordo invariante per rotazioni),
che vale CR" ! per qualche costante C' > 0. Per cui, da (2.17):

lim |Vul|?d"z =0,
R—+00 QR
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che possiamo anche riscrivere come:

li Vu|?d"z =0
Rl Rn\ﬁstH ul[*d"z =0,

dove xpg(z) =1 se z € Bg oppure xp,,(z) = 0. Tenendo conto del fatto che, se R' < R
0 < xB, |IVull* < xB.||Vul[* = ||[Vul|*  puntualmente se R — +oo.

(La convergenza puntuale ¢ ovvia: fissato un qualunque z € R"\ Q, se R > ||z||, allora
XBg (T)||Vu(z)||> = |[Vu(z)||?.) 1l teorema della convergenza monotona, assicura che la fun-
zione z +— ||Vul|? sia integrabile su R \ Q con integrale nullo. Pertanto la funzione deve essere
quasi ovunque nulla. Essendo u ~ ||Vu|| continua, deve essere Vu = 0 su R\ Q. Concludiamo
che, su ogni componente connessa di R™ \ Q, u deve essere costante. Questo implica immedia-
tamente la tesi. O

Ecco il secondo teorema che fornisce I'unicita senza I’ambiguita della costante additiva arbitraria.

Teorema 2.11.  (Unicita per il problema di Neumann 3). Se Q2 # @ ¢ un aperto di R"
a chiusura compatta con bordo 92 dato da una superficie n— 1 dimensionale regolare orientabile
ed infine R™\ Q ¢ connesso, si consideri il problema di Neumann per ¢ : R\ Q — R:

Ap=f suR"\Q,

do _ B
n 097 Y . p € C* (R"\ Q)NCHR™\Q),
|¢($)’§W7 HVW(JU)HSW suR™\ Q

(2.18)
con f € CO(R™\Q), ¥ € CY(90N) assegnate e dove n & il versore normale uscente e K >0, a > 0
sono costanti reali dipendenti da ¢ in generale. Allora, se esiste una soluzione ¢ al problema
posto, questa & unica. O

Dimostrazione. La dimostrazione procede analogamente a prima. Sia Bgr una palla aperta
di raggio R > 0 centrata nell’origine di R™ e contenente 2. Siano ¢; e ¢ due soluzioni del
problema considerato dimostriamo che la funzione u := ¢1 — ¢2 € costante. Per dimostrare cio
notiamo inizialmente che, per costruzione u & armonica su Qg := (R"\ Q) N Bg. Applicando la
prima identita di Green:

0 0
O:/ uAudr = — Vu-Vud”x—kj{ uudS—i—]{ w2 ds .
Qn Qn o0 On oBp On
Dato che, nelle nostre ipotesi 8%;@ lo = 0 ossia g—g] a0 = 0, I'identita di sopra implica:
2 m ou
[|Vul|*d"z = u——ds'. (2.19)
o OBR On
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D’altra parte

ou j{ H
u— dS| < ungg, - vu| dS < ?{ ds,

per costanti H, 5 > 0. Nell’ultimo passaggio abbiamo usato:
fun - V| = Ju] [n - V] < Jul [V
e ancora, usando la disuguaglianza triangolare e la definizione di u:

[ul [|Vul| < |o1| [|[Vorl] + 2] [[Voa|| + |o1] [V 2l + 2] [[Verll,

e, dato che tutte le funzioni sono valutate per ||z|| = R, le due ultime condizioni in (2.18)
producono:

H 1
(1+R)P (14 R)»1’

[D1] [Vl + [@2] [[V2|| + |d1] [V 2|l + 2] [[Vr]| <

dove H > 0 e 8 > 0 esistono per ipotesi (f > 0 ¢la piu piccola tra le costanti a di ¢;1 e ¢
e H ¢4 volte il quadrato della piu grande delle costanti K di ¢ e ¢2). Troviamo quindi la

disuguaglianza:
ou H 7{
u—dS| < ——————— ds .
7{9313 On 1+ R)" 1 Jop,

L’ultimo membro tende a 0 per R — +oc0 in quanto I'ultimo integrale ha come valore il volume
del bordo di Bg (rispetto alla misura di Borel naturale su tale bordo invariante per rotazioni),
che vale CR"~! per qualche costante C' > 0. Per cui, da (2.19):

lim | Vul|?d"z =0,
R—+o00 QR

che possiamo anche riscrivere come:

li Vu|[?d"z =0,
Rl RH\QXBRH ul[“d"z

dove xp,(z) =1 se x € Bg oppure xgy(z) = 0. Tenendo conto del fatto che, se ' < R
0 < X8, ||Vull® < xB||Vul[* = ||[Vul|*  puntualmente se R — +oo.

(La convergenza puntuale & ovvia: fissato un qualunque x € R™ \ Q, se R > ||z||, allora
B (@)||Vu(z)||> = |[Vu(z)[|?.) 1l teorema della convergenza monotona, assicura che la fun-
zione z + ||Vul|? sia integrabile su R™ \ Q con integrale nullo. Pertanto la funzione deve essere
quasi ovunque nulla. Essendo u ~ ||Vu|| continua, deve essere Vu = 0 su R\ Q. Concludiamo
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che, su ogni componente connessa di R™ \ €2, u deve essere costante. Questo implica immedia-
tamente la tesi dato che u(x) — 0 per ||z|| — 400 nelle nostre ipotesi, e quindi ’eventuale
costante che differenzia ¢; da ¢5 € nulla. O

Osservazioni 2.11.
(1) La condizione di annullamento all’infinito nelle ipotesi del teorema

o) €
N A el
puo essere sostituita dalla richiesta che la funzione tenda ad una costante ¢ all’infinito, con
velocita opportuna:

lole) el < 7t

()

In questo caso, ovviamente, la dimostrazione ¢ la stessa di prima ridefinendo ¢ (x) come p(x)—c,
dato che e altre ipotesi riguardano solo le derivate della funzione e non risentono della costante
aggiunta.
Dal punto di vista fisico, nei problemi di elettromagnetismo, questa liberta e del tutto naturale
dato che il potenziale elettrostatico ¢ ¢ definito a meno di costanti additive.
(2) Si puo provare [Sal(] che, con €2 come detto sopra e per n > 3, se ¢ : R™\ Q — R & armonica
e tende uniformemente a zero all’infinito allora esistono due constanti R, K > 0 tali che, se
l|z|| > R allora |¢(x)] < K/(1+ ||z]])"72, [|[Vé(x)]] < K/(1+ ||z|])""!. Pertanto sono verificate
le ipotesi del teorema [2.11]e ne vale la tesi. Di conseguenza le ipotesi all’infinito su ¢ nel teorema
appena dimostrato possono indebolirsi richiedendo solo che ¢ tenda a zero (o a qualsiasi costante
per l'osservazione precedente) uniformemente in tutte le direzioni se ||z|| — +oo.
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Capitolo 3

Soluzioni fondamentali per
I’equazione di Poisson in R" e
risultati ad esse legati.

Ci occuperemo ora di definire, e studiarne le proprieta , delle cosiddette soluzioni fondamentali,
dell’equazione di Poisson. Tali strumenti matematici sono utili per vari motivi come vedremo.
Esse permettono di ottenere altre importanti proprieta delle funzioni armoniche, ma fondamen-
talmente sono usate in una delle procedure classiche per determinare le soluzioni del problema
di Dirichlet e Neumann.

3.1 Soluzioni fondamentali.

In questa sezione, una volta definite le soluzioni fondamentali, mostreremo come da esse si
ricavino nuovi risultati sulle funzioni armoniche: i teoremi della media, un rafforzamento del-
I’enunciato del principio del massimo, la prova del fatto che le funzioni armoniche sono C'*° ed
addirittura analitiche, ed il risultato che stabilisce che se due funzioni armoniche coincidono su
un aperto non vuoto A allora coincidono in ogni aperto connesso che contiene A sul quale sono
entrambe definite (in particolare ogni funzione armonica nulla su un aperto non vuoto ¢ nulla
sulla componente conenssa del suo dominio che include tale aperto).

Definizione 3.1. Per n = 2,3,... fissato, si definiscono soluzioni fondamentali su R"
dell’equazione di Poisson rispetto al punto xy € R™ le funzioni:

R*"\{zo} 3 = = Gn(x,20) := Gn(||lz — z0l]) ,
dove, per r > 0,

r sen>2,

——logr sen =2,



in cui wy, ¢ il valore misura naturale della frontiera della palla B, centrata nell’origine

e di raggio unitario in R” e vale:
271'”/2
Wnp = ——— .
" T(n/2)
Tale valore si ottiene integrando la funzione che vale costantemente 1 tramite l'integrale di su-
perficie standard sulla superficie regolare orientabile 0B;. {

Osservazioni 3.1.

(1) 11 valore wy, si ottiene anche in riferimento ad una teoria della misura vera e propria su 0Bg,
pensato come spazio con misura, in riferimento alla sua o-algebra di Borel, quando la topologia
su 0BpR € quella naturale indotta da R™. La misura di cui stiamo parlando e la misura di Borel
(regolare e completa) sulla superficie della sfera di raggio unitario in R™ che sia anche invariante
sotto l'azione del gruppo delle rotazioni di R™, O(n). Si pud dimostrare che esiste una misura di
Borel (regolare e completa) con tali caratteristiche di invarianza rotazionale, esattamente come
la misura di Lebesgue in R™ ¢ invariante rispetto al gruppo delle traslazioni. In entrambi i
casi, la misura detta (pensata come misura di Borel regolare completa) ¢ determinata a meno
di una sola costante moltiplicativa positiva: se p e p' sono due misure di questo tipo, allora
esiste ¢ > 0 per cui u(A) = cu/(A) per ogni insieme misurabile A. Tale costante, riguardo
alla misura sulla sfera, ¢ appunto fissata dalla richiesta che la misura della superficie sferica di
raggio 1 sia proprio w,. Questo valore si ottiene dal valore del volume “solido” della palla di
raggio 1 ottenuto direttamente dalla misura di Lebesgue imponendo che valga ’identita euristica
descritta al punto (3) sotto.

(2) T ela nota funzione gamma di Eulero:

o0
I(z) := / e 't*ldt ,  per z >0,
0

che si prolunga analiticamente univocamente in una funzione olomorfa su tutto C con I’esclusione
di singolarita (poli) nei punti z = 0, —1,—2,.... I" soddisfa, in particolare:

1-3-5---(2n— 1)

L(n)=m-1)! e T'(n+1/2)= on

Vr o opern=1,2,....

(3) Se Br C R™ ¢ una palla aperta di raggio R, Vol(0Br) e Vol(Bg) denotano rispettivamente
la misura della superficie di 0BRr e la misura di Lebesgue del volume di Bg. Tali valori sono

rispettivamente:
wn R™

Vol(0BRr) = w,R"™ ' e Vol(Bg) =

La scelta della misura naturale su 0Bp fissata dalla richiesta Vol(0B1) = wy, assicura dunque
la validita dell’identita, che ci si aspetta a priori da considerazioni euristiche:

d
EVOZ(BR) = Vol(0OBR) .
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3.1.1 Proprieta elementari delle soluzioni fondamentali.

Vediamo ora le proprieta principali delle soluzioni fondamentali appena definite. Abbiamo bi-
sogno di richiamare due nozioni.

Per prima cosa ricordiamo che in R™ (piu precisamente su una sua porzione che lo ricopre a meno
di un insieme di misura nulla rispetto alla misura di Lebesgue su R™) possono essere definite
coordinate polari che si riducono a quelle ben note nel caso di n = 2 e n = 3. La costruzione pro-
cede come segue. Preso un punto p € R” si consideri il vettore p — o che lo connette all’origine.
Pensando le coordinate naturali di R” come coordinate cartesiane ortonormali, la componente
lungo =™ del vettore detto e scrivibile come:

2" (p) = r(p) cos Op—1(p) , (3.2)

dove abbiamo introdotto 'ultimo degli n — 1 angoli polari di p, 6,-1 € (0,7) e la coordinata
radiale di p:

(3.3)

La proiezione di p — o, che indichiamo con p,_1 — o, sul (n — 1)-piano perpendicolare all’asse
2", che identifichiamo con R"~!, avra lunghezza r(p)sin 6, (p). Possiamo allora decomporre il
vettore p,_1 — o nello spazio R?~! esattamente come abbiamo fatto con p — o in R”, usando
Passe "1 al posto di ™. La componente di p — o rispetto all’asse ™! si potra allora scrivere
come:

nfl(

" (p) = r(p) sinb,_1(p) cosb,—2(p) , (3.4)

dove abbiamo introdotto il penultimo angolo polare di p, 6,—2 € (0, ).

La proiezione di p,—1 — o, che indichiamo con p,_2 — o, sul (n — 2)-piano perpendicolare agli
assi 2" e "1, che identifichiamo con R"~2, avra lunghezza r(p) sin 0,,(p) sin 6,,_2(p). Possiamo
allora decomporre il vettore p,_o — o nello spazio R"~2 esattamente come abbiamo fatto con
Pn_1 — o0 in R"1 usando I'asse "2 al posto di z”~!. La componente di p — o rispetto all’asse

"2 si potra allora scrivere come:

”_2(p) = r(p) sinb,_1(p) sin 0,,_2(p) cos O,,_3(p) , (3.5)

dove abbiamo introdotto il terzultimo angolo polare di p, 6,_3 € (0, ).

Possiamo andare avanti in questo modo fino a quando non arrivamo allo spazio R%. In tale
spazio avremo le due ultime componenti di p — o che saranno (scambiando I'ordine rispetto alle
convenzioni usate fino ad ora)

2 (p) = r(p) sin 0,—1(p) sin O, _o(p) - - - sin B2 (p) cos 61 (p) (3.6)

wQ(p) =r(p)sinb,_1(p)sinb,_2(p) - - - sinb2(p) sin 61 (p) (3.7)
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dove, questa volta il primo angolo polare #; varia in (—m, ).
Al variare dei numeri

(7‘, 913--- 797172791171) € (O,+OO) X (Oaﬂ-) X X (0,7’[‘) X (_77777) =:Q

i punti p € R” che hanno coordinate cartesiane (x!(p), ..., 2" (p)) individuate da (r, 01, ..., 60,_1)
dalle relazioni (3.2))-(3.7]) ricoprono l'insieme aperto di R™

Q =R"\{(z!,...2") eR" |2} <0,2°=0,2"eR k=3,4,...,n}.

Si pud dimostrare che la funzione che si vene a costruire in questo modo da 1) : Q — ' & biettiva
di classe C™ con inversa di classe C*°. In altre parole )~ : Q' — Q definisce un sistema di
coordinate su € che si dicono coordinate polari in R".

Si osservi che vale la relazione: 5

dove n, ¢ il versore nel punto x € R™ uscente da x in direzione radiale rispetto all’origine di
R™ e V, e il solito operatore differenziale gradiente in coordinate cartesiane. La dimostrazione
della (3.8)) & ovvia dalla formula di derivazione di funzioni composte:

0 " ozF 9

tenendo conto delle — e del fatto che se in tali formule si pone r(p) = 1 si ottengono le
componenti cartesiane di n,.

La seconda nozione che vogliamo ricordare € quella di funzione localmente integrabile. Una
funzione f : R" — C ¢detta di classe .Z)} (R") ovvero, equivalentemente, localmente inte-
grabile, se & misurabile e soddisfa:

/ |f |d"z < +00, per ogni aperto limitato B di R",
B

dove l'integrale e quello di Lebesgue. Nel seguito, riferendoci ad una funzione f : A — C (o
R) con A C R", diremo che essa ¢di classe .} (R"), ovvero equivalentemente localmente
integrabile, se, estendendo tale funzione alla funzione nulla fuori da A, la funzione f ottenuta
in tal modo & localmente integrabile.

Teorema 3.1. Per n = 2,3,... e xg € R"™ fissati, le soluzioni fondamentali G, (x,xq)
soddisfano le sequenti proprieta .

(a) Le funzioni R™ \ {zo} > x — Gp(z,20) e R" \ {zo} > z — Gn(xo,z) sono di classe
L (RY) N C®(R™ \ {x0}), anche se G, diverge per x — x9. Se f € CJ(R™)é pertanto ben

loc

definito:

Gn(z,y)f(y)d"y .
R’n

72



(b) Se x # ¢ allora:
AyGr(x,29) =0.
(c) Se p € C2(R™) allora:

/n Gn(z,y)Ayp(y)d"y = p(x) .

(d) Se p € C3(R™) allora:

Ay » Gn(z,y)p(y)d"y = p(z) .

%

Dimostrazione. Cominciamo con il dimostrare (b). Dato che Gy (z,x0) := %.(||z — zol|), &
conveniente traslare l'origine delle cooordinate in xg, che & tenuto fisso, introdurre un sistema di

coordinate polari sferiche centrato in xg e sfruttare il fatto che ¥, dipende esplicitamente solo
dalla coordinata radiale di z

n

> (@2 = ||z — wol| - (3.9)

i=1

Per computo diretto, calcolando il laplaciano in coordinate cartesiane ortonormali, si verifica
subito che se f = f(r) allora:

o 9 "9 (oD "9 (a9
Af(T):,Z(s Ozt OxI ():,Zl(w&vi (83:387“ (r)>22538xi<r0r ())

=1 ij= ij=1
xj 0 af( ) " i 0 7\ Of(r)
B Z r Ot * Z g ari \ r | or
a] 1 Z,]:1
B Z r Ozt Or 87“ Z 0 oxi \ r or
7.] 1 l,_]=1
B jaiat 9 Af(r 0T — 2 9 f(r)
]Zl 2 or 87" szlé 72 or

da cui, notando che
n

Y 6T =3 "6" =) "1=n,
ij=1 i=1 i=1
si trova alla fine a: 62f( ) oF(r)
r n—1 r
Af(r) = Oor? + r or
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Ora, tramite il conto esplicito usando (3.1)), si verifica la proprieta (b):

_PG(r)  n—109,(r)

A = =0.
In(r) or? + r or 0
Tornando in coordinate cartesiane data la (3.1)), abbiamo trovato che, se = # y:

Direttamente dalla definizione risulta ovvio che ¢, € C*°(R\ {0}), cioe, ripristinando le coordi-
nate cartesiane iniziali G,, € C*°(R™\ {z¢}). In particolare ¥, & dunque misurabile. L’elemento
di volume in coordinate sferiche ha la struttura:

d"x = r”_1|p(sin On—1,-- ,sinfy,cosb,_1, - ,cosbs)|drdd,—1---dby ,
con p un polinomio nelle variabili sin 8 e cos 8. Sopra:
" Hp(sin @y, 1, ,sinfy, cos b, _1,--- ,cosby)],

¢ il valore assoluto del determinante dalla matrice jacobiana delle coordinate cartesiane in fun-
zione dei quelle polari e ’espressione detta si dimostra subito usando le — e tenendo
conto del fatto che il determinante & una funzione multilineare delle sue colonne.

E spesso comodo introdurre

dQy, = |p(sinb,_1,--- ,sinfy,cosb,_1,--- ,cosbs)| db,_1---db;

pensato come ’elemento di volume superficie sulla sfera di raggio unitario S*~! in R” (in realta
definito solo sull’insieme aperto ' NS"~1, dove R™\ €’ ha misura nulla). Per esempio indicando
gli angoli polari con le notazioni piu usuali nel caso di coordinate polari piane e sferiche si trova,
rispettivamente: d€)o = df e dS23 = sin 0dOd¢.

Concludiamo che la funzione %, ¢ assolutamente integrabile in ogni aperto limitato B la cui chiu-
sura include l'origine, dato che la divergenza per r — 0 di ¢, & controbilanciata da un fattore in-
finitesimo per 7 — 0T dovuto alla misura usata: si ha in totale un termine 72~"7"~! ovvero rInr
sen = 2, da integrare rispetto alla misura dr. Il fattore p(sin6,_1,--- ,sinfy,cos @, 1, - ,cosbs)
¢ una funzione limitata dato che e un polinomio di seni e coseni che sono funzioni limitate.
L’integrazione di df2, produce invece w,, finito. Su aperti limitati la cui chiusura non include
Lorigine, essendo ¥, continua, la sua integrabilita ¢ ovvia. In definitiva 4, € &} (R). L’in-

varianza per traslazioni della misura di Lebesgue assicura infine I'indipendenza dal punto xg e
che quindi G,,(-,z0) € ZL (R™) N C®(R™ \ {x¢}). Per simmetria nello scambio di xg e z in

loc
Tn realta avendo usato coordinate polari che non ricoprono linsieme chiuso I := {(z',...2") € R" | 2! <
0,22=0,2%,... ,a" € R} possiamo concludere cid solo fuori da tale insieme. Tuttavia & banale dimostrare che

tale insieme & costituito da punti di accumulazione di R™ \ II e, lavorando in coordinate cartesiane risulta ovvio
che A,Gr(z,y) & continua in = per « # y. Per continuita il risultato Az Gy (z,y) = 0 si estende subito a R™\ {y}.
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Gn(z,70) = 9, (||z — 20]|) si ha anche che G, (z¢,-) € ZL.(R") NC®(R"\ {x0}). In particolare
sono ben definiti integrali del tipo:

Gn(z,y)f(y)d"y,
Rn

per f € CJ(R™) valendo:

[ Gala sty <maxlf] [ 1Guep)ldty < +oo.
" supp/f

Abbiamo quindi provato anche la proprieta (a).

Dimostriamo ora che (¢) = (d).

Sia p € C2(R"), se vale la (c), sfruttando l'invarianza per traslazioni della misura di Lebesgue
dopo aver definito u := x — y,

plx) = [ Gu(lle —y[)Ayp(y)d"y = / Gn(llul))Aup(z — u)d"u
Rn ;0

= [ Gl Bapte — wiru =2, [ Gullulhpte — w)u
R» Rn

=A; " Gn(m,y)p(y)dny.

La penultima uguaglianza segue dalla formula di derivazione sotto il segno di integrale nella
variabile z basata sul teorema della convergenza dominata di Lebesgue (vedi la sezione in
Appendice). Ipotesi sufficienti per applicarla per le derivate nel punto xg sono che, per una palla
aperta B(zp) centrata nel punto zg, la funzione f(z,u) = %,(||ul|)p(x — u) sia una funzione
Lebesgue integrabile nella variabile v € R™ per ogni = € Bc(x¢) e le derivate di tale funzione
nella variabile z, fino all’ordine voluto (quello dell’operatore differenziale che si vuole scambiare
con l'integrale), siano ciascuna rispettivamente maggiorata in valore assoluto, uniformemente
in € Bc(zp), da una corrispondente funzione assolutamente integrabile dipendente dalla sola
variabile d’integrazione u € R"™. Queste condizioni sono effettivamente verificate. Infatti al
variare di x € Be(xg), i supporti delle funzioni u +— p(x —u) sono tutti contenuti in un compatto
comun€E| K. Di conseguenza lo stesso accade, su K, per le derivate in x delle funzioni u — p(z—u)
(fino al secondo ordine). Definiamo una funzione C* a supporto compatto R" > u — g(u), che

valga:
max g\ | =
Ok

0%p
0xtoxI

)

xeR™, i,j,kzl,Q,...,n}

2Sia Br(0) una palla di raggio R > 0 centrata nell’origine e sufficientemente grande da includere il supporto,
compatto per ipotesi, di u — p(0 — u). Sia Bg(0) una seconda palla, centrata nell’origine, di raggio S > 0 che
includa Be(zo). I supporti delle funzioni v — p(z — u), per * € Be(zo) C Bs(0), sono sicuramente inclusi in
UzeBg(0)Br(x). Tale insieme ¢ sicuramente contenuto nella palla compatta K := Brys(0) che, a maggior ragione,
contiene tutti i supporti delle funzioni dette.
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su K e si annulli rapidamente fuori da tale insieme. Per costruzione la funzione
R" 3 u = g(u)n([|ul])
e Lebesgue integrabile e soddisfa, per ¢,7 =1,2,...,n:

Ip(u, x)
Oxk

2p(u,
T2 D)oy ul)| < lo@Slllal)],  (r0) € Bwo) x R

)

Questo giustifica lo scambio del simbolo di integrale con il laplaciano A, (e con le derivate di
ordine 1) eseguito sopra.

Dimostriamo infine la proprieta (c).

Ricordiamo che per ipotesi p ha supporto compatto, quindi ha supporto chiuso e limitato. Fissato
x € R™ consideriamo dunque una palla aperta Bgr(z), di raggio finito R e centrata in x, che
include il supporto di p:

G, 4) Ay p(y)d™y = / Go(r, 1) Ay () d™y.

R" Bpr(z)

Gli integrali sono ben definiti visto che p € C?(Bg(z)) ¢ quindi limitata e pertanto, y
Gn(z,y)Ayp(y) € Lebesgue integrabile essendo G, localmente integrabile. Siano Bc(z) palle
aperte di centro x con raggio € > 0 e ¢ < R. Consideriamo la classe di funzioni, parametrizzate
in € > 0, ottenute restringendo y — Gy (x,y)Ayp(y) agli insiemi Br(x)\ Be(z) e definendole nulle
fuori da tali insiemi. Per e — 0T, tali funzioni tendono puntualmente a y — G, (z,y)Ayp(y)
definita su tutta Br(z), inoltre sono maggiorate in valore assoluto dal valore assoluto di tale fun-
zione che ¢ integrabile per ipotesi. Applicando il teorema della convergenza dominata abbiamo
allora che:

[ Gy = tim Gl 1) Ayo(y)d"y
Br(z) €207 JBr(z)\Be(x)

Quindi, applicando la seconda identita di Green al risultato, troviamo:

/ Gn(2,y)Ayp(y)d"y = lim [ / AyGr(x,y)p(y)d y+
Br(x) Bpr(z)\Be(x)

e—0t

Gula,) V() - maS(y) — V, G, y)p(y) - ndS(y)

of
+0(Br(x)\Be(z)) +0(Br(x)\Be(z))

Ora AyGr(z,y) = Ay%(|lz — y||) = AzGr(z,y) e, dato che il dominio di integrazione in y &
esterno a B(z), varra:

AGr(z,y) =0 Yy € Br(z) \ Be(x) .

Inoltre:
PloBr@)=0, Vyplopg@)=0
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in quanto (suppp) N0Br(z) = @.

Dunque:
A G2, y) Ayp(y)d™y =
= lim 7{ VyGn(z,y)p(y) -n'dS(y) — lim Gn(z,y)Vyp(y) -n'dS(y)
=0t J 1B, (z) e=0% J 198, (x)

Il cambiamento di segno rispetto all’integrale precedente € dovuto al fatto che abbiamo cambiato
il verso del versore normale a B (z): per come lo abbiamo definito, n indica il versore entrante
in dB.(z); invece n’ = —n indica il versore uscente.

L’ultimo integrale soddisfa la seguente diseguaglianza:

f Gn(x,y)Vyp(y) -n'dS(y)
+0B(x)

< Sup ||Vyp||f (@, y)| dS(y) ,

e quindi, tenendo conto che G(z,y) & costante in y su dB.(z), mentre f+aB€(I) dS(y) = cost.e" 1,

-1
< swp [Vyplleostr { 57 22

e(x)

f{ Gn(z,y)Vyp(y) -n'dS(y)
+0Be(x)

che tende a 0 per € — 0". Rimane quindi:

Rn e—0t

Gn(z,y)Ayp(y)d"y = lim %raB ( )VyGn(x,y)p(y) -n'dS(y) .

Con il solito sistema di coordinate polari sferiche centrato in x, si ha per (3.8]):

0

1 n=2 1
)= E%(T)b&m = { 2 ¢

n' - VyGn(ﬂUayﬂaBe(a: n>9 m )

(3.10)

dove abbiamo usato il fatto che, riferendosi alle coordmate polari centrate in z, vale n’ = e, e,
per funzioni della sola coordinata radiale, e, - V f(r) = - 9 #(r). Quindi:

1
- Gn(z, y)Ayp(y)d Y= 615(% m 74636(93) p(y)dS(y) .

Il limite puo essere facilmente calcolato:

. 1
ol (0B.(@)) ﬁBE " v)dS(y)

1 1
= o B.@)) }éBEéf)’(y)_p(m))dS () + o) i B ) }éw) dS(y)

=0+ p(x).
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dove abbiamo usato il fatto che:

maxyp, (z) |p(y) — p(z) dS(y) = max [p(y) — p(x)|

<
- Vol(9Bc(x)) 0B.(x)  0Be(x)

1
V@B ) e s

In definitiva

< max —po(x)| < max — plx
_aBe(m)\p(y) p(z)] _Bs(x)lp(y) p(z)|

1
R 7{} ()~ )iy

e I'ultimo termine tende a zero per ¢ — 0%, dato che p & continua. Pertanto

. Gn(z,y)Dyp(y)d"y = p(z) .

a

Facciamo qualche osservazione sui risultati trovati, in particolare i punti (c) e (d).
Gli insiemi CZ(R™) e C?*(R") sono evidentemente spazi vettoriali reali, il primo ¢ anche un
sottospazio del secondo, Su di essi possiamo definire 'operatore lineare:

H,:C:R") > f s H,f € C*(R"), (3.11)

dove

(HD)w) = [ Cula)f )y (3.12)

Osserviamo che, dalla definizione di G,, si vede facilmente che H, f puo non avere supporto
compatto anche se f ha supporto compatto, pertanto I'immagine di 002 (R™) secondo H,, ¢ diversa
da CZ(R™) stesso (vedremo sotto che piti precisamente & pilt grande), e per questo abbiamo usato
C?(R™) come codominio di H, in . Il laplaciano A puo essere definito come

A: C*R") — C*R"), (3.13)
ma, diversamente da H,,, ha la proprieta che

A(C3(R™)) c CE(R™) . (3.14)
In altre parole il sottospazio C3(R™) del dominio di A secondo ¢ invariante sotto ’azione
di A.

Usando il linguaggio introdotto, le identita (c) e (d) provate nel teorema precedente si trascrivono
in una forma piu interessante, rispettivamente

Hp o Alczrn)y= tdczgny » (3.15)

Ao Hn rC@(R”): idC@(R”) . (316)
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La prima identita ci dice che A ristretto a CZ(R"™) ammette un’inversa sinistra ed & pertanto
iniettivo su tale sottospazio. Tale inversa sinistra & data dallo stesso operatore H,. Saremmo
ora tentati di dire, in base alla seconda identita, che tale inversa sinistra e anche inversa destra.
Tuttavia cio e falso perché

H, (C3(R™)) 2 CA(R™)

Si noti, infatti che che e implicano H,(C2(R"™)) D C2(R™), ma come osservato
sopra esistono funzioni in H, (C3(R")) che non hanno supporto compatto. In altre parole,
perché 'immagine di A ricopra C2(R™) bisogna che A sia valutato su un dominio in C?(R™) pitt
grande di C3(R"™), dato appunto da H,(CZ(R™)).

Useremo l'identita (3.16]) per costruire la soluzione esplicita del problema di Dirichlet su tutto
R™ con ipotesi di decadimento uniforme all’infinito della soluzione e con sorgente a supporto
compatto.

3.2 Ulteriori proprieta delle funzioni armoniche in R".

Nella dimostrazione del teorema [3.1] nell’espressione:

/ Gn(z,y)Ayp(y)d"(y) = lim [ / AyGr(z,y)p(y)d"y +
Bg(z) Bg(2)\Be(z)

e—0t

Gule, )V - 0dS(y) — Y, Gl 9)p(y) - ndS ()

o
+0(Br(z)\Be(z)) +9(Br(z)\Be(2))

abbiamo trascurato gli integrali di superficie relativi a 9Br(x), dato che la funzione p si annulla
prima di arrivare a dBr(z). Tuttavia avremmo potuto considerare una palla Br(z) e piuin
generale un dominio ) a chiusura compatta e con bordo regolare, sul quale p e le sue derivate
non si annullano. Usando essenzialmente la stessa dimostrazione con ) al posto di Br(z), ma
senza trascurare gli integali di bordo su 0f2, si arriva al seguente importante teorema:

Teorema 3.2. Sia @ C R™ aperto non vuoto, Q compatto e ) una superficie regolare ed
orientabile. Sia p : Q1+ R una funzione di classe C*(Q). Per ogni x € Q, vale Uidentita :

@) = § (9, Gul,))p() 1S (0)~ § Goar9) V() 1S (0) + [ G ) B,y (317
400 +00Q2 Q

A parita di ipotesi su Q, la stessa formula vale se, pit debolmente, p € C?(Q) N CY(Q) con Ap
limitato su 2 e dove l'ultimo integrale a secondo membro € pensato come integrale di Lebesque. <

Dimostrazione. La prima affermazione si prova come per (c) del teorema semplicemente
rimpiazzando Bg(x) con € e tenendo conto che il supporto di p ora puo intersecare 952 per cui
rimangono dei contributi dovuti agli integrali di superficie trascurati nella dimostrazione di (c)
del teorema Se la funzione continua Ap élimitata su Q allora Q 3> y — Gp(x,y)Ayp(y)
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€ comunque integrabile nel senso di Lebegue su 2 essendo G, localmente integrabile e pertanto
la dimostrazione si puo ripetere similmente alla precedente dato che siamo nelle ipotesi di vali-
dita delle identita di Green e possiamo intpretare 'integrale che appare per ultimo nel senso di
Lebesgue. O

Studiamo ora le conseguenze di questo risultato fondamentale.

3.2.1 Non esistenza di funzioni armoniche con supporto compatto e non nulle.

La prima conseguenza del teorema[3.2] e la seguente proposizione che stabilisce che non esistono
funzioni armoniche a supporto compatto se non la funzione identicamente nulla (il cui supporto
¢ quindi il compatto banale dato dall’insieme vuoto).

Proposizione 3.1.  Sia A C R™ éun aperto non vuoto e g : A — R armonica. Se il sup-
porto di g calcolato relativamente ad A (dato quindi dalla chiusura nella topologia indotta su A
dell’insieme dei punti in A su cui g non si annulla) é compatto, allora g(x) = 0 per ognix € A. {

Dimostrazione. L’idea piu ovvia ¢ quella di applicare I'identita per z € A e scegliendo
come () un insieme aperto contentuto in A che contenga il supporto di p = g ma il cui bordo 92
non intersechi tale supporto. 0€2 deve anche essere una supreficie regolare ed orientabile. Una
simile strada & possibile ma piuttosto tecnica. Un’alternativa € quella di estendere la funzione
iniziale ad una funzione su R™ come la funzione nulla fuori da A, in modo che continui ad essere
una funzione armonica (ora su tutto R™) a supporto compatto incluso in A. A questo punto si
puo ripetere il ragionamento precedente per = € A e scegliendo € dato da una palla abbastanza
grande. Il problema & provare che una simile estensione di p esiste davvero. Questo & proprio
quanto andiamo a dimostrare ora.

Supponiamo che g : A — R sia armonica a supporto (rispetto a A) compatto K. Dato che la
proprieta di compattezza non dipende dalla topologia indotta, K € compatto anche rispetto alla
topologia di R ed &, in particolare, chiuso in R™. Di conseguenza ogni punto di zg € A ammette
un intorno aperto I, che non interseca K, altrimenti xg sarebbe un punto di accumulazione di K
e quindi zg € K perché K e chiuso in R", ma avremmo la contraddizione che 04 3 xg € K C A
che & impossibile, dato che A & aperto. Possiamo allora prolungare g su tutto R™, usando lo
stesso nome g per 'estensione, definendola come la funzione nulla fuori da A, ottenendo una
funzione C?(R™) dato che tale estensione ¢ differenziabile con continuita fino al secondo ordine
in un intorno aperto di ogni punto di R™ = int(A)Uext(A)UOA. Infatti, nell’aperto A = int(A)
la funzione estesa & C? per ipotesi, nell’aperto ext(A) la funzione estesa & nulla ed & pertanto
C?, in un intorno aperto, il suddetto I, di ogni punto zg € dA la funzione estesa & ancora la
funzione nulla ed & pertanto ancora C?. La funzione estesa & armonica su A per ipotesi, ma lo
¢ anche sui rimanenti punti di R™ dato che e la funzione nulla in un intorno di ciascuno di tali
punti:

Ag(y) =0 per ogniy € R™.
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Applicando I'identita stabilita nel teorema [3.2] per 2 dato da una palla di raggio sufficientemente
grande da includere strettamente K e z, in modo tale che g e Vg si annullino su 052, si ha:

g(z) = — Gn(z,y)Vyg(y) - ndS(y) + 7{ (VyGn(z,9))9(y) - ndS(y)
+0Q +0Q

+/QGn(:v,y)Ayg(y)d"y =0,

per ogni x € () ed in particolare x € A. O

3.2.2 Le funzioni armoniche definite in aperti di R” sono C'* ed analitiche.

Per enunciare e dimostrare (parzialmente) il prossimo teorema, ricordiamo che una funzione di
piu variabili complesse f : Q¢ 3 z — C, con Q¢ C C" aperto non vuoto, ¢ detta funzione
olomorfa di pii1 variabili complesse [ST84] se ¢ olomorfa in ciscuna variabile 2% di z =
(z',...,2") separatamente, quando le altre sono fissate arbitrariamente. Si osservi che queste
funzioni di una variabile complessa sono definite su insiemi aperti di C, la prova e elementareﬂ
L’importante Teorema di Hartogs dimostra che se f : Q¢ — C ¢ una funzione olomorfa di
pil variabili complesse, allora ¢ continua congiuntamente in tutte le variabili complesse ed e
ulteriormente una funzione analitica di piu variabili complesse. Cioe, per ogni zy € ()¢,
essa e sviluppabile in serie di Taylor centrata in zp in un intorno aperto di zg incluso in Q¢.
Ovviamente ci stiamo riferendo allo sviluppo di Taylor in piu variabili complesse:

8(X1+"'+Q’nf

—+00
_ 1 1 I\« n n\on
f(Z)_]VZ: Z a1|an' 8zla1---8z”an . (Z —ZO) 1"‘(2’ —ZO) . (318)
=0 ai+--+an=N 0

(Il fatto che le funzioni analitiche di piu variabili complesse siano anche olomorfe nel senso della
definizione data, si prova subito, tenendo conto che le due nozioni coincidono nel caso di funzioni
di una variabile complessa.) Si osservi che, posto z = = + iy, se f(x) assume valori reali per
ogni x € R™ N Q¢, lo sviluppo sopra scritto calcolato attorno a zg = xg con xy € R"™ e calcolato
per x € R si riduce al solito sviluppo di Taylor reale:

o = 1 aal—i_m—i_anf 1 I\a1 n n\on 3.19
f(x)_z Z aﬂ~-an! 8$1a1"'8$na" (.%' —370) (‘rB —.’130) ) ( . )

N=0 ai+—+an=N Zo
3Fissiamo 22, ..., 28 € C"! e studiamo il dominio, se non & vuoto, Qgiéqua,,) CCdiz'— f(2*22,...,28) do-
1 1
ve QEZ% YYYY ) T {z* € C|(z" 2 ...,28) € Qc}. Vale QEZ% 7777 ny = QN2 o, dove X2 on = {(z4,...,2") €
Ch|zteC,zF =25 k=2,...,n}. Se(z},28...,28) € Qg%’wzg) allora (2',23,...,28) € Qc che & aperto e
quindi ¢’¢ una palla aperta B C C™ di raggio finito centrata in (2',2¢,...,2%) tale che B C Qc. L’intersezione
BN Ezg,...,zg} ¢ una palla aperta di C, pertanto (z*, 22..., zy') ¢ contenuto in una palla aperta di C inclusa in
9(1)2 - che quindi & un aperto di C.
(285-->28)

81



dove abbiamo calcolato tutte le derivate parziali eseguendo i limiti sull’asse reale. In questo
caso, dato che  := R™ N Q¢ eaperto in R”, la restrizione di f a tale dominio definisce una
funzione analitica reale, cioe¢ una funzione definita su un aperto di R"™ a valori in R che e
sviluppabile in serie di Taylor (di piu variabili reali) nell’intorno di ogni punto del dominio.

Si prova facilmente che se f, g : {2 — R sono funzioni analitiche reali sull’aperto 2 C R™ allora
lo & ogni loro combinazione lineare af + bg con a,b € R, definendo (af + bg) := af(x) + bg(x)
per ogni x € ). Vale I'analogo risultato nel caso complesso.

Teorema 3.3. (Infinita regolaritd ed analiticita delle funzioni armoniche). Se
©: Q= R, con Q CR"™ aperto non vuoto, € armonica su ), allora ¢ € C*°(Q) e piu fortemente
@ & analitica reale su Q.

Traccia della dimostrazione. Sia x( € (), consideriamo una palla B aperta di raggio finito e
con B C () centrata in xg e applichiamo la formula 1' su B, tenendo conto che Ay = 0:

olx) =— Gn(z,8)Vsp(s) - ndS(s) —i—f (VsGr(z,8))e(s) - ndS(s),
+0B +0B

dove, in particolare, z € B’, con B’ palla aperta centrata in zg di raggio strettamente inferiore
a quello di B. T due integrandi sono funzioni continue nelle variabili (z, s) e quindi limitate su
(x,8) € B’ x OB (che & un insieme compatto in R"® x R"). La stessa cosa accade alle derivate
in x, di ogni ordine, degli integrandi. Notare le divergenze di G (x,s) (e delle sue derivate)
appaiono solamente quando z = s, cosa impossibile se (z,s) € B’ x B. Per ogni derivata di

ogni fissato ordine « (incluse derivate miste) nelle componenti di z, Déa) esiste una costante M,

per cui |Dg(ga)Gn(a:, s)n - Vsp(s)| < M, per ogni s € B ed uniformemente in x € B’. Dato che,
per ogni «, ogni funzione costante B 3 s — M, > 0 ¢ésicuramente assolutamente integrabile
su OB (che ha misura finita!), concludiamo dal Teorema in Appendice che possiamo passare

la derivata D;a) fuori dal segno di integrale in

= DG, (x,5)Vp(s) - ndS(s)

+0B
derivando per z = zy. Lo stesso ragionamento si puo fare per il secondo integrale nella
decomposizione integrale di ¢:
o(r) =— Gn(z,35)Vsp(s) - ndS(s) Jrf (VsGp(z,s))e(s) -ndS(s) .
+0B +0B

In altre parole, possiamo dunque derivare ¢ ad ogni ordine «, scaricando le derivate sulle funzioni
Gn(z,s) e n- ViGp(z,s), sotto il segno di integrale. In tal modo abbiamo verificato che ¢ &
infinitamente differenziabile in zy e quindi, dato che cio vale per ogni punto zg € 2, abbiamo
provato che ¢ € C*°(§2). Diamo ora una dimostrazione del fatto che, localmente, ¢ puo essere
estesa ad una funzione analitica di piu variabile complesse z — ¢'(z) con z € Q¢ C C" un
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aperto che include 2 C R". Per prima cosa notiamo che, dalla loro definizione, le funzioni
B 3>z — Gu(z,s) = 9G(||lzr — s||), con s € OB fissato, si estendono a funzioni analitiche
complesse di piu variabili (non daremo una dimostrazione rigorosa di tale fatto): z — G} (z, s)
con z = z + iy, dove y € B' e x € B’ e possiamo anche prendere (z,y) € B’ x B/, restringendo
il raggio originale di B’. Definiamo pertanto per (z,y) € B’ x B’:

o' (z) = — Gn(z,5)Vsp(s) - ndS(s) —1—% (VsGn(z,9))p(s) -ndS(s) .
+0B +0B

Il secondo membro & ben definito e puo essere derivato in x e y passando le derivate sotto il segno
di integrale, dato che la funzione G,, ¢ infinitamente differenziabile sul compatto B’ x B’ x 0B.
Dato che per ogni fissato s, la funzione z — G, (z, s) soddisfa in ogni variabile z* le condizioni di
Cauchy-Riemann, soddisfera le stesse condizioni la funzione ¢’: ¢ sufficiente passare le derivate
sotto il segno di integrale. In definitiva, la funzione di variabile complessa B’ +iB’' 3 z — ¢/(2)
& definita su un aperto, ammette derivate continue (essendo di classe C>°) nelle variabilei z* e
y* (dove z = (21, --- ,2") = (' +iyl, -~ , 2" +iy™)) e soddisfa le condizioni di Cauchy-Riemann
in ogni variabile z*. Tenuto conto di quanto detto in (2) in osservazioni ¢’ & una funzione
olomorfa in piu variabili complesse e nell’intorno di ogni punto nel suo dominio varra lo sviluppo
con ¢’ al posto di f. Dato che per valori reali zg = xo € R", ¢’ si riduce alla funzione a
valori reali ¢, concludiamo che nell’intorno di ogni xg € €2 vale lo sviluppo con  al posto
di f. In altre parole ¢ € una funzione analitica reale sul dominio aperto 2. O

Osservazioni 3.2.

(1) 11 teorema appena dimostrato ci dice quindi che, nell’intorno di ogni suo punto del dominio,
una funzione armonica puo sempre essere estesa ad una funzione analitica complessa su un’op-
portuna estensione complessa di quell’intorno C".

(2) Le funzioni analitiche reale godono della proprieta dell’unicita della continuazione analitica
che enunciamo a proviamo nella prossima proposizione.

Proposizione 3.2.  Se due funzioni analitiche reali ¢ e ¢ sono entrambe definite sull’aperto
non vuoto e connesso 2 C R™ e coincidono sull’aperto non vuoto A C Q, allora coincidono su

tutto Q. &

Dimostrazione 1 (dimostrazopne diretta usando cammini continui). Definiamo la fun-
zione analitica reale ¢ := ¢ —p. Sia U C (2 I'insieme dato dall’unione di tutti gli aperti inclusi in
Q su cui ¢ = 0. Ovviamente U € non vuoto dato che @ #£ A C U, aperto e U C 2. Supponiamo
per assurdo che U # . Sia allora g € Q\U e p € U. Cisarda un cammino continuo v : [0,1] —
con v(0) = p e y(1) = q. Se s = sup{t € [0,1] | v(t) € U}, sarap’ := ~(s) € U N Q per co-
struzione. (Benche sia elementare lo dimostriamo per completezza. Se p’ = v(s) € int(U) = U,
c’¢ una palla aperta B centrata in (s) tutta contenuta in U. La controimmagine di B secon-
do la funzione continua v € un intorno aperto di s per cui include un intervallo aperto I > s
con la proprieta che «(I) C U, ma allora ci sarebbe un intorno destro di s la cui immagine
secondo v e inclusa in U e questo & impossibile per definizione di s che non potrebbe essere un
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maggiorante dellinsieme {¢ € [0,1] | () € U}. Si ottiene un analogo assurdo assumendo che
P =~(s) € ext(U): si trova un intorno sinistro di s la cui immagine secondo v & nell’esterno di
U e questo ¢ impossibile per definizione di s, dato che avremmo ~(s) & {t € [0,1] | y(¢t) € U} e
anche che s non ¢ un punto di accumulazione di {¢ € [0, 1]|y(¢) € U}. L’unica possibilita ¢ quindi
p’ € OU, ma anche p’ = v(s) € Q per definizione di 7.) Dato che p’ € Q, ha senso valutare ¢ in
p’ ed in un intorno di esso. Dato che ¢ ¢ continua con tutte le sue derivate di ogni ordine e che,
essendo p’ € QU, esiste una successione di punti {py, }nen C U che converge a p/, tutte le derivate
di ¢ in p’ possono essere calcolate prendendo i limiti di tali derivate verso p’ € Q, calcolandole
sulla successione {py}nen C U, prima di fare i limiti. Dato che ¢ [y= 0 e che U & aperto, le
derivate di ¢ in U sono tutte nulle ad ogni ordine. Le derivate ad ogni ordine di ¢ saranno allora
nulle quando valutate in p’ con la procedura di limite indicata sopra. Dato che in p’ la funzione
¢ ¢ analitica, facendo lo sviluppo di Taylor centrato in p’, concludiamo che ¢ = 0 in un intorno
aperto J,; C © di p/. Abbiamo raggiunto un assurdo dato che J ¢ un aperto su cui ¢ = 0, ma
Jy ¢ U (dato che Jy 2 p' € 0U e OU NU = @ essendo U aperto). Questo & impossibile per
definizione di U. Concludiamo che deve essere U = ().

Dimostrazione 2 (usando altre proprieta topologiche). Definiamo la funzione analitica
reale ¢ := ¢ — . Sia U C € l'insieme dato dall’'unione di tutti gli aperti inclusi in 2 su cui
¢ = 0. Ovviamente U énon vuoto dato che @ # A C U. Per costruzione U C ) ¢ dunque
aperto in R™ e aperto anche nella topologia relativa di 2. Come ben noto dai corsi di topologia,
dato che Q ¢ connesso, gli unici suoi sottoinsiemi contemporaneamente aperti e chiusi (nella
sua topologia relativa) sono 2 e @. Se proviamo che U & anche chiuso nella topologia di €2
dobbiamo concludere che deve coincidere con €2 dato che U # &. Per provare che U ¢ chiuso
nella topologia relativa ad 2 e sufficiente mostrare che, per esempio, U include la sua frontiera
OqU (riferita alla topologia relativa di 2 e quindi sottoinsieme di §2). Se p € dqU allora ogni
intorno di p in € include punti di U per definizione di frontiera. Di conseguenza i limiti di
tutte le derivate di ¢ verso p saranno nulli essendo ¢ nulla in U ed essendo tali derivate funzioni
continue su 2. Dato che ¢ ¢ analitica su € ci sara un intorno V di p in £ in cui tale funzione
¢ sviluppabile in serie di Taylor, ma abbiamo appena dimostrato che tale serie & costituita da
termini nulli. Di conseguenza p € V dove V € ) & un insieme aperto su cui ¢ = 0. Per de-
finizione 0qU 2 p € U e quindi U & chiuso nella topologia relativa di 2 come volevamo provare. O

La proposizione ha la seguente implicazione immediata in virtu del teorema |3.3
Proposizione 3.3.  Se due funzioni armoniche reali p e 1) sono entrambe definite sull’aperto
non vuoto e connesso 2 C R™ e coincidono su un aperto non vuoto A C €2, allora esse coinci-
dono su tutto Q. &

Dimostrazione (basata sull’analiticita reale delle funzioni armoniche). La funzione

(o — 1) e analitica reale su {2 aperto e connesso ed e nulla sul sottoinsieme aperto non vuoto
A C U. Per la proposizione © — 1 = 0 ovunque su . O
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3.2.3 Teorema della media e principio del massimo in forma forte.

Un’altra importante conseguenza del teorema [3.2) ¢ il cosiddetto teorema della media.

Teorema 3.4. (Teorema della media). Sia ¢ : Q — R, con Q@ C R™ aperto non vuoto,
una funzione armonica. Allora, per ogni x € Q wale 'identita, detta formula della media
superficiale:

1
p(r) = Vol(0Bn(x)) j(gBR(f)(y)dS(y)v (3.20)

dove Br(x) éuna palla aperta centrata in x di raggio finito R > 0 con Br(x) C Q, arbitraria-
mente scelta. Similmente vale anche la formula della media volumetrica:

o) = o) Jy, SO (321)
¢

Dimostrazione. Sia R il raggio della palla Br(z). Utilizziamo un sistema di coordinate polari

sferiche centrate in z. Dalla (3.17) e tenendo conto del fatto, gia notato, che n-V,Gy(z,y) =
09, (1)

5. » abbiamo:
B 0%, (1) B . n
@ =f e Tg W ()Vel) nds()
27{ w(y)agg(r)ds(y) —%(R)jé Ve(y) -ndS(y) .
OBR(z) r +0BR(x)

L’ultimo integrale & nullo perche ¢ & armonica (teorema [2.8]), mentre il primo, usando (3.10) si
puo scrivere:

1 1
ngR(I) ‘P(y)m(ﬁ'@) = Vol(0Br(z)) ngR(x) o(y)dS(y) .

Passiamo alla seconda formula della media. Applichiamo la prima formula della media alla classe
di palle B, (z) di raggio r, con 0 < r < R, ed usiamo un sistema di coordinate polari sferiche di
centro z, coordinata radiale r e coordinate angolari w. Avremo allora che, da (3.20)) vale:

Vol(0B,(x))p(x) = }zg s (3.22)

e quindi, integrando in dr dar =0 a r = R:

R R
( /O VOZ(aBT(x))dr> o(z) = /O ( jiBT(;z;(r,w)dS(r,w)) dr . (3.23)
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11 primo integrale produce proprio il volume della palla Br(x) moltiplicato per la costante ¢(x),
mentre il secondo produce l'integrale di volume su tale palla della funzione ¢, decomposto in
due integrazioni in coordinate polari. In definitiva otteniamo la formula della media volumetrica
(13.21)):
Vol(Ba()e(@) = [ ply)d"a(y).
Br(z)

Questa identita riscritta come in , derivando in R ed osservando che (0,Rp) > r —
$s B (@) o(r,w)dS(r,w) & continua se ¢ & continua (come si prova subito dal teorema della con-
vergenza dominata) riproduce la formula della media superficiale (3.22). O

E importante osservare che i teoremi della media sono in realta equivalenti all’armonicta della
funzione come chiarito dal seguente importante teorema.

Teorema 3.5. (Condizioni equivalenti all’armonicita.) Sia @ C R un aperto non vuoto
e : Q — R una funzione C°(Q). I sequenti fatti sono equivalents.

(a) ¢ ¢ C?*(Q) ed ¢ armonica su .

(b) Vale la formula della media volumetrica per ogni palla aperta Br(x) di centro
x € Q e raggio R > 0 tali che Br(x) C (.

(¢) Vale la formula della media superficiale per ogni palla aperta Br(x) di centro
x € Q e raggio R > 0 tali che Br(zx) C Q.

Una conseguenza diretta del teorema della media & un rafforzamento del principio del massimo
che dimostriamo in due parti.

Lemma 3.1. (Principio del massimo forte su una palla.) Sia Br(z¢) una palla aperta
in R™, di raggio R > 0 finito centrata in xg e p : Br(xo) — R una funzione armonica in Br(xo)
e continua in Br(xg). Se vale uno dei sequenti fatti:

o(zo) = max ¢,

Br(zo)
oppure
¢(rg) = min ¢,
Br(zo)
oppure

lo(zo)| = max o],

Br(zo)

allora la funzione ¢ é costante su Br(xp).
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Dimostrazione: E sufficiente dimostrare la tesi per il caso o(zo) = max, g5 % in quanto
se vale la seconda ipotesi, cambiando segno alla funzione ¢, si ricade nella prima situazione. Se
vale la terza ipotesi allora deve valer la prima oppure la seconda (Dato che non ¢ del tutto eviden-
te dimostriamo quest’ultimo fatto. Ci sono tre casi da considerare. (i) ¢ > 0in Br(x(); in questo

caso |p(x)| = ¢(z) e dunque, |p(zg)| = maxmwﬂ equivale a dire p(z¢) = maxg -5 @. (ii)

¢ < 0 in Bpg(zp); in questo caso |p(z)| = —p(z) e dunque, |@p(xo)| = maxmhp\ equivale

a dire p(xg) = ming . (iii) ¢ assume sia valori positivi che valori negativi in Br(zo),
in questo caso il valore massimo raggiunto da ¢ e positivo e quello minimo & negativo. Nella
situazione considerata, il valore massimo raggiunto da || deve necessariamente corrispondere
al massimo valore di ¢ oppure al minimo valore di ¢ cambiato di segno, se non corrispondesse
a nessuno dei due non potrebbe essere il massimo per |p|. Allora abbiamo due sottocasi. (a) Il
valore massimo che la funzione |p| assume ¢ il massimo di ¢; in questo caso, dato che tale valore
di ¢ & positivo, la condizione |p(zg)| = maxm]cﬂ equivale a dire ¢(x¢) = +maxg 5.
Se risultasse p(zg) = — maxg ¢, significherebbe o(zo) = ming - altrimenti ci sarebbe-
ro valori piu piccoli di ¢(zg) raggiunti da ¢ e quindi ci sarebbero valori pit grandi di |¢(xo)|
raggiunti da |¢|, cosa impossibile per ipotesi. (b) Il valore massimo che la funzione |p| assu-
me &, cambiato di segno, il minimo di ¢; in questo caso la condizione |¢(xg)| = maxmhp\
equivale a dire p(zg) = +ming o~ . Se risultasse o(zo) = — ming ¢, significherebbe
o(zg) = maxp- @ altrimenti ci sarebbero valori pit grandi di ¢(xg) raggiunti da ¢ e quindi
ci sarebbero valori piu grandi di |¢(xo)| raggiunti da |p|, cosa impossibile per ipotesi.)

Sia dunque ¢(xg) = maxpg -y, dimostriamo che o(r) = p(xo) per ogni x € Br(xg), per
continuita cio varra anche per x € 0Br(zo).

Supponiamo per assurdo che esista 1 € Bgr(zg) con p(z1) # ¢(z0), per le ipotesi fatte, deve
essere p(z1) < ¢(xg). Fissiamo R’ > 0 con R’ < R tale che 21 € Br/(z9). ¢ sard armoni-
ca su tutto Bp/(xg). Per la continuita di ¢, scegliendo 0 < € < |p(z9) — ¢(z1)|, esistera una
palla aperta Bs(x1) C Br/(zg) centrata in x; e di raggio 6 > 0 tale che |p(z) — p(z1)| < € se
x € Bs(z1). Di conseguenza, se x € Bs(x1), vale anche: ¢(z) < ¢(z9). In particolare varra
o(r) < ¢(wo), se x € K := Bjjp(w1) dato che Bs/a(x1) C Bs(w1). Applichiamo il teorema della
media volumetrica alla palla Br/(zo):

Vol(Bg/(z0)) ¢(xo) = / pd'x = / pd"z +/ ed"x . (3.24)
Brr(z0) Bpi (zo)\K K

R/

K ¢ compatto per costruzione e quindi esiste maxy ¢, con maxx ¢ < ¢(zg) per costruzione di

K. Quindi
/ pd"r < (maxgo)/ d'z < go(xo)/ d"x .
K K K K

Dato che vale anche, essendo ¢(xp) il valore massimo di ¢,

/ pd"z < (o) / s
B (wo)\K B (wo)\ K
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da (3.24]) segue subito che:

Vol(Bpri(x0))e(zo) < ap(aso)/ d"x+<p(:bo)/ d"x = ¢(x0) </ d"x +/ d"x) ,
B (@o)\K K B (z0)\K K

R/

ossia

Vol(Br (o)) ¢(x0) < Vol(Br/(x0)) ¢(x0) ,

che & assurdo e, pertanto, il punto 1 con ¢(z1) < ¢(xg) non puo esistere in Br/(x¢) e quindi
nemmeno in Bg(zp). O

Il risultato appena dimostrato ci consente di estendere il principio del massimo, nel senso forte
appena visto, a funzioni armoniche su regioni €2 diverse da un palla.

Teorema 3.6. (Principio del massimo forte.) Sia Q aperto, connesso a chiusura compatta
in R e sia o € C2(Q)NCY(Q) armonica su . Se vale una delle sequenti condizioni per qualche
xg € 2

(1) ¢(x0) = max g, oppure

(i) ¢(w0) = min p, oppure
Q
(i) |io(0)| = max|e],

allora ¢ ¢ costante e vale ovunque p(xq) su Q. &

Dimostrazione 1 (dimostrazione diretta con uso di cammini continui). Dimostriamo la
tesi nel caso in cui sia verificata la prima ipotesi. Se vale I'ipotesi (ii), allora possiamo ricadere
in (i) cambiando segno a ¢, mentre se vale (iii), allora si ricade in (i) o in (ii) con lo stesso
ragionamento del lemma precedente. Notiamo infine che & sufficiente mostrare la validita della
tesi in ), perché da questa segue, per la continuita di ¢, la tesi in .

Dato che €2 C R" aperto e connesso, allora € connesso per archi continui. Sia dunque x; € Q
e v : [a,b] — Q continua con y(a) = xo, 7(b) = x1. Mostriamo che ¢(x1) = p(zg). Cid prova
la tesi per l'arbitrarieta di z; € 2. Assumendo la validita di (i), per ogni palla di raggio finito
Bpr(xg) centrata in g e con Br(xg) C € deve anche evidentemente essere:

¢(z0) = maxp = max ¢.
Q Br(zo)

Applicando il teorema precedente concludiamo che ¢(x) = ¢(zg) per ogni x € Bgr(xg). La
controimmagine dell’aperto Br(zg) secondo la funzione continua  deve essere un aperto (rela-
tiviamente alla topologia di [a, b] indotta da R) che include il punto y(a) = z¢. Di conseguenza,
ci sara un intervallo [a, €), con a < € < be con y(t) € Br(xo) se t € [a,€), per cui p(y(t)) = ¢(zo)
se t € [a,€). L’insieme

S ={s € (a,b] [ p(v(u)) = ¢(xo) per u € [a,5)}
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énon vuoto (per quanto appena dimostrato € € S) ed ¢ limitato superiormente da b < oo, quindi
esiste L =sup S < b.

Supponiamo per assurdo che L < b, in tal caso ¢(v(t)) = ¢(zo) per t € [a, L) e per continiuta
e(v(L)) = ¢(xp). Esistera dunque una palla centrata in v(L) e di raggio p > 0, che indichiamo
con B,(v(L)) C €, tale ch B,(v(L)) C ©2. Come prima:

o(v(L)) =maxp = _max
0 B,(+(L))

e quindi ¢(z) = ¢(zg) costantemente su B,(y(L)). Come prima, la controimmagine della palla
aperta B,(v(L)) secondo la funzione continua v ¢un aperto che continene L per costruzio-
ne. Su tale aperto p(v(t)) = ¢(zo). In particolare dovra dunque valere ¢(7(t)) = ¢(xp) in
un intorno destro di L, per cui L non puo essere il sup di S e siamo quindi giunti ad un as-
surdo. Dovra dunque essere L = b e pertanto ¢(y(t)) = p(zg) se t € [a,b). Per continuita:

p(x1) = o(v(b)) = p(z0).

Dimostrazione 2 (con altre proprieta della connessione). Dimostriamo la tesi, nel solo
caso (i) dato che gli altri seguono da questo, in un altro modo. Supponiamo che per zy € Q
valga ¢(x9) = max, g =: M. Dato che Q ¢ aperto ci sara una palla aperta B,(xo) di raggio
finito » > 0 centrata in zg la cui chiusura e contenuta in . Dato che M e anche il massimo di
¢ su By(x0), per il principio del massimo forte sulla palla, avremo che ¢(x) = M se x € B,(x).
Ne consegue che il sottoinsieme A := {x € Q| ¢(x) = M} C Q ¢ aperto (e lo & quindi anche
nella topologia relativa di 2). D’altra parte, dato che ¢ : @ — R & continua e {M} & un insieme
chiuso di R, avremo anche che ¢~!(M) & un insieme chiuso nella topologia relativa di 2. Come
ben noto dai corsi di topologia, dato che €2 & connesso, gli unici suoi sottoinsiemi contempora-
neamente aperti e chiusi (nella sua topologia relativa) sono Q2 e @. Essendo A non vuoto per
ipotesi si deve avere che A = Q e, per continuita, p(z) = M se x € Q. Questa & la tesi. O

Osservazioni 3.3.

(1) Abbiamo dato una dimostrazione del principio del massimo forte senza usare il fatto che le
funzioni armoniche sono analitiche reali (risultato che non abbiamo dimostrato completamente)
e quindi soddisfano la proposizione La dimostrazione del pricipio del massimo forte segue
infatti facilmente dalla proposizione [3.3] osservando che, nelle ipotesi del teorema la funzio-
ne ¢ & sicuramente costante in una palla aperta Br(zg) C  come provato nella parte iniziale
della dimostrazione data sopra. In virtu del fatto che Q ¢ aperto e connesso con Bgr(xg) C €,
dalla proposizione [3.3| segue allora che, su tutto €2, ¢ deve coincidere con la funzione 1 che vale
costantemente (7o) (ed ¢ quindi armonica) dato che @[, ()= V| By(w0)-

(2) La proposizione consente di rafforzare ulteriormente ’enunciato del principio del massi-
mo forte come segue, rifernendosi all’esistenza di punti estremali locali. Ricordiamo che zy € 2
e, rispettivamente, un punto di massimo locale o di minimo locale per la funzione f a valori

“Una palla aperta di raggio r > 0, centrata in y(L) ed inclusa in Q esiste sicuramente perche v(L) € Q che &
aperto. La palla concentrica alla precedente, ma di raggio p := r/2, & quella che cerchiamo.
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reali e definita sull’aperto 2, se esiste un intorno aperto J C Q di zo tale che max f[;= f(zo)
o, rispettivmante, min f ;= f(zo).

Corollario del principio del massimo forte su una palla e della proposizione
Sia Q C R™, non wvuoto, aperto, connesso e sia @ armonica su §). Se wvale una delle sequenti
condizioni per qualche xg € §:

(i) xo é un punto di massimo locale per ¢, oppure

(ii) xo € un punto di minimo locale per ¢, oppure

(iii) xo € un punto di massimo locale per |p|
allora ¢ ¢ costante e vale ovunque p(xg) su Q. &

Dimostrazione. E sufficiente provare la tesi nel caso (i), dato che gli altri due casi si riducono
a questo. Per ipotesi esiste una palla aperta B C B C (2 centrata in xq su cui ¢(xg) @ il valore
massimo raggiunto da ¢ in B. Il principio del massimo forte in una palla implica che ¢ sia
costantemente uguale a ¢(xg) su B. La proposizione implica infine che la funzione ¢ debba
coincidere con la funzione armonica in 2 che vale costantemente p(z¢) su 2. O

Osservazioni 3.4. Il corollario di sopra ha una conseguenza importante in elettromagnetismo
nota come Teorema di Eearnshaw. In termini fisici e nella versione piu elementare il teorema
dice che non & possibile produrre un campo elettrostatico non nullo in una regione aperta Q C R?
che dia luogo ad una configurazione di equilibrio stabile in {2 per una carica elettrica che subisce
il campo elettrico. Si sta assumendo che tale configurazione corrisponda ad un punto di minimo
locale della funzione potenziale elettrico e cio € impossibile per il corollario enunciato sopra: il
campo elettrico sarebbe nullo.

3.2.4 Teorema di Liouville per le funzioni armoniche in R"” e non esistenza di
funzioni armoniche non nulle a quadrato sommabile in R”

Come risultato che segue dal teorema della media e dal fatto che le funzioni armoniche sono di
classe C* (per la dimostrazione & sufficiente C?), si ha il seguente importante teorema.

Teorema 3.7. (Teorema di Liouville per funzioni armoniche.) Ogni funzione armo-
nica su tutto R™ limitata superiormente oppure inferiormente su R™ é costante. <

Dimostrazione. Se ¢ : R” — R ¢ armonica e limitata inferiormente, sia ¢(z) := ¢(x) — infrn
per x € R™. ¢ ¢armonica e non negativa. Se deriviamo ¢ rispetto a z* avremo ancora una
funzione armonica per costruzione (si tenga conto del fatto che ¢ € C'*° essendo essa armonica).
Possiamo usare la formula della media volumetrica su una palla B, (xg) centrata in z( di raggio

finito r > 0 arbitrario:

0 1 / fole) 1 1 k
9 () = —— Lrr=— | Vipep)dw=—  onkds,
al‘k( 0) VOlBT(xo) Br(z0) oxk VOlBr(xo) Br(xo)(d) k) VolBT(ajo) +8Bg?(zo)
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dove abbiamo usato il teorema di Gauss, e; ¢ i-esimo versore della base canonica di R” e nF

¢ la k-esima componente di n uscente da 0B. Quindi:

1 7{ k
- - ¢n”dS
VolB,(w0) Jyo8, (z0)

Dato che ¢ > 0 e |n¥| < 1, abbiamo infine la stima:

o

oo

ﬁ(%)

d)nk‘ ds .

1 \%
X
= VolBy(x0) J 1B, (zo)

1

— e — dsS .
gk (T0)| < Vol B, (o) ﬁaBr(m) ¢

Applicando al secondo membro il teorema della media superficiale, abbiamo anche che:

’ 0 VoldB,(zo)

S m(ﬁ@%) .

W@O)

Ossia, dato che il rapporto a secondo membro vale n/r:

99

@(1‘0) B(xo) -

Dato che r > 0 puo essere scelto arbitrariamente grande (il dominio di ¢ & tutto R™) otteniamo
che deve necessariamente essere:

o .

W(%) =0 per ogni xg € R".
Dato che R™ e connesso e che quanto scritto sopra vale per ogni derivata, concludiamo che ¢, e
dunque ¢, deve essere costante su R™. Se ¢ ¢ limitata superiormente, si puo ripetere la stessa
dimostrazione usando —¢. O

La dimostrazione contiene un risultato che & utile menzionare separatamente in un lemma.

Lemma 3.2.  Sia Q C R" aperto non vuoto e ¢ : @ — R una funzione armonica. Se x € Q e

B,(x) C Q éwuna palla aperta centrata in x di raggio r > 0 tale che By(z) C 2, allora vale per
la derivata k-esima, k=1,2,...,n:

dy n .
< = _

Dk (9«“)‘ < ~(e(2) ;?;3) ©),

¢ 9
QO n

- < = _ i

Dk & ‘ < T(gi?;so o())
&
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Un analogo risultato si ha sostituendo alla condizione di limitatezza quella di quadrato som-
mabile o assolutamente sommabile, si puo immediatamente generalizzare il risultato a funzioni
di spazi .£P con 1 < p < 400 tramite la disuguaglianza di Holder usata al posto di quella di
Cauchy-Schwartz nella dimostrazione che segue, ma noi rimarremo nel caso pitt semplice lascian-
do al lettore interessato tale diretta generalizzazione.

Teorema 3.8.  Ogni funzione armonica ¢ : R™ — R che soddisfi

/ lpld"x < 400 oppure /R lp|?d"x < +o0

e necessariamente la funzione nulla.

Dimostrazione. Se ¢ : R” — R ¢ armonica consideriamo xg € R™ e una palla B,.(z¢) di raggio
finito r > 0 centrata in xzy. Il teorema della media volumetrica dice che

1
Tg) = ——— z)d"z

e quindi

1
Vol B, (zo)

1
z)d x| < / x)|d"x . 3.25
[, e@aa s ppes [ @) (3.25)

Se la funzione ¢ e assolutamente integrabile, il limite del secondo membro per r — 400 produce
0 perche VolB,(z9) — 400 mentre, per esempio per il teorema della convergenza dominata,
fB (z0) lo(z)| d"x = [5n l@(z)| d"z < +00. Dunque p(z9) = 0 per ogni zg € R".

Nel caso in cui © sia a quadrato sommabile, dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwartz, abbiamo

che:
/ P ()|d%—/ e \d”x<\// )2 dnz \// 12 dnge
Br(l‘g BT(CC()) r($0 r xO
= \// |o(x)|? dxr/ Vol By (x0)
BT(CUO)

Usando questo risultato in (3.25)):

fBI|‘P )|? dra
0<|“0“”"’°‘—\/ VoolB S

0 < |p(wo)| =

Prendendo il limite per » — 400, il secondo membro tende a zero nell’ipotesi di fRn lp|?dmx <
+00 e pertanto ¢(zg) = 0 per ogni zp € R". O

Osservazioni 3.5. Il teorema appena provato ha un’importante conseguenza fisica. E noto

che la densita di energia elettrica immagazzinata in un campo elettrico E = E(t,x) & propor-
zionale a E(t,x)?, dove x € R? e t € R sono le coordinate spaziali e temporali standard in un
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sistema di riferimento. Se tale campo elettrico ¢ statico, allora soddisfa, in assenza di sorgenti, le
due equazioni dell’elettrostatica che portano immediatamente a concludere come ben sappiamo
che E(z) = Vp(z) dove ¢ & armonica e quindi ogni componente di E ¢ di classe C*> ed ¢ a
sua volta una funzione armonica. Ci si puo ora chiedere se esistano in natura configurazioni
di campo elettrico statico nel vuoto con energia elettrica totale finita. La risposta € negativa,
perché dovremmo avere tre funzioni armoniche E; = E;(x) con j = 1,2, 3, definitie su tutto R3
e che soddisfano
Ey(2)* 4+ Ey(x)* + E2(2) d®x < +o0.
R3

Questo ¢ impossibile in base al teorema [3.8/ Un risultato analogo si ha per configurazioni di
campo magnetostatico la cui densita di energia & proporzionale a B(x)?. In realta esistono confi-
gurazioni di campo elettromagnetico definite in tutto lo spazio (privo di sorgenti) che possiedono
un’energia elettromagnetica totale finita: sono le ben note onde elettromagnetiche. Tuttavia tali
configurazioni di campo non sono statiche, ma evolvono nel tempo. In questo modo soddisfano
le equazioni di Maxwell generali che non danno luogo a campi le cui componenti sono funzioni
armoniche per ogni istante di tempo e I'assurdo trovato sopra non si manifesta.
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Capitolo 4

Soluzioni dell’equazione di Poisson
su particolari domini tramite
Funzioni di Green.

In questo capitolo mostreremo come costruire soluzioni dell’equazione di Poisson (con condizioni
di Dirichlet) per domini € specifici, tutti limitati eccetto il primo caso che tratteremo. Useremo
soluzioni opportune, simili alle soluzioni fondamentali, ma che tengono conto del dominio {2
quando questo non ¢ tutto R”, dette funzioni di Green e nuclei di Poisson. Questo approccio
¢ sicuramente interessante, in particolare per il significato fisico (carica immagine) e per gli
sviluppi che ha avuto nella fisica matematica in riferimento a problemi di natura completamente
diversa. Tuttavia, da un punto di vista puramente matematico, si tratta di un metodo che
non si riesce a generalizzare nel caso di domini abbastanza arbitrari e ad equazioni differenziali
di tipo ellittico non a coefficienti costanti. Le tecniche moderne di costruzione della soluzione
di problemi con dati al contorno per equazioni ellittiche, sono basate su altri approcci in cui la
soluzione viene cercata e costruita in spazi funzionali deboli (soluzioni nel senso delle distribuzioni
in spazi di Sobolev) e poi viene provata la regolarita di tali soluzioni (sfruttando proprieta di
regolarita specifiche degli operatori ellittici [RS75]. In Appendice A si trova qualche ulteriore
dettaglio su questo tipo di approccio.

4.1 Soluzione dell’equazione di Poisson in tutto R" tramite G,,.

Consideriamo prima di tutto il caso piu semplice di problema di Dirichlet per I'equazione di
Poisson in cui il dominio della soluzione & tutto R™, con n > 2, la funzione sorgente ¢ di classe
C23(R") e si richiedono condizioni di annullamento all’infinito. Si tratta quindi di un problema
di Dirichlet in cui si assegnano condizioni all’infinito.

La rilevanza fisica di questo problema ¢ che esso corrisponde a cercare, se n = 3, il potenziale
elettrico generato da una densita di carica localizzata, descritta cio¢ da una funzione C? a sup-
porto compatto, richiedendo condizioni di annullamento uniforme nelle direzioni, all’infinito.

94



In questo caso la soluzione esiste ed € unica e la si puo scrivere usando la soluzione fondamentale

Gh.

Teorema 4.1. Per n > 2, si considert il problema di determinare ¢ : R® — R, dove
¢ € C?(R") soddisfa:
{Agozf su R™ (4.1)
o(x) = 0 uniformemente (in tutte le direzioni) quando ||z|| — oo. '

essendo assegnata f € C3(R™).
Esiste un’unica soluzione al problema ed é data da:

p(r) = - Gn(z,y) f(y)d"y . (4.2)

Per ogni xg € R™ (che si pud in particolare scegliere come un punto del supporto di f), esistono
una palla aperta B di centro xg e raggio abbastanza grande da includere supp(f), e una costante
K, > 0 che dipende solo da B, per le quali vale la stima:

K[ f]looVol(supp(f))

||z — @ol["

lo(z)] < sex & B. (4.3)

%

Dimostrazione. Il fatto che la soluzione se esiste ¢ unica e gia stato provato nel teorema
In tal caso compariva anche un bordo 0f) sul quale assegnare dati di Dirichlet. Si vede
immediatamente che quella dimostrazione rimane valida anche se {2 = &. 1l fatto che il secondo
membro di soddisfi I’equazione di Poisson con sorgente f & stato dimostrato in (c) del
teorema Non rimane che provare che il secondo membro di si annulli uniformemente
in tutte le direzioni per ||z|] — +o00. Questo fatto segue immediatamente dalla scegliendo
zg = 0. Per concludere proviamo la . Per fare cio ci serve una stima sull’andamento di
Gy (z,y) a grandi ||z||, quando y varia in un insieme limitato. Per la disuguaglianza triangolare:

=yl + Myl = || -
Se |ly|| < R per qualche costante R > 0 fissata, abbiamo che:
|z —yll+ R = [lz —yll + llyll = [|=]],

per cui:
|z = yll = |Jz]| - R. (4.4)

Se prendiamo ||z|| > R il secondo membro & positivo. Osserviamo infine che se 0 < ¢ < 1,
esisterda Rs > R per cui, se ||z|| > Rs allora

|z]] = R = df«]],
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A tal fine basta per esempio scegliere Rs = R/(1 — §). La (4.4]) implica allora che:
|z —yll = dllz|[  se |lyl] < Re|lz]] = Rs.

In altre parole:
1

_ 1
|z =yl = o]l

Tenendo conto di come ¢ definita G,,, per n > 2, abbiamo trovato che, per ogni R > 0 e se
0 < 0 < 1, esiste una seconda costante Rs > R per cui:

se |lyll < Re|lz]| > Rs. (4.5)

1

Chn
Gn(z,y)| < 76_ se |[z]| > Rs e [ly|| < R e dove: Cy g := m

(4.6)

Se usiamo palle centrate in un fissato zp € R invece che nell’origine, tenendo conto che G,,(z,y)
¢ in realta funzione di x — y e rimpiazzando x con x — g e y con y — xg, la stima di sopra implica
che:
| < W—C;IE)(MH se ||z —xo|| > Rs e ||y — xo|| < R e dove: G, 5 := (71—2)15”_2wn
(4.7)
Ora applichiamo quest’ultima stima alla soluzione . Dato che il supporto di f ¢ limitato ci
sara una palla aperta, Bg, di raggio R > 0 centrata in qualsiasi fissato punto zg € R" per cui
supp(f) C Br. Se 0 < 6 < 1 ¢ fissato, usando in con R > 0 suddetto si trova subito
che, se ||z|| > Rs:

Cnsl| fllsoVol(Supp(f))
||z — 20| '

e@I < [ (Gunl fldy < s [ iy <

|z — 2ol["~2

(4.8)

Si osservi che ||f]lc < 400 perché tale funzione & continua a supporto compatto e ancora

Vol(supp(f)) < +oo, perché i compatti hanno misura di Lebesgue finita. La stima si ha
definendo Br; =: B e K, := (5. O

Il teorema provato e la permettono di dare un significato intuitivo a G, (x,y). Possiamo
infatti pensare che, per yo € R” fissato, la funzione R" > z +— G,(x,yp) rappresenti una
soluzione che si annulla all’infinito per I’equazione di Poisson in cui la sorgente f ¢ una funzione
di integrale totale 1 che sia strettamente localizzata attorno al punto yg, cioe il suo supporto e
approssimativamente {yo}. Sotto queste ipotesi ci si aspetta che

o) = [ Guenf@dy~ [ Gulem) i@ = Golw) | FOEy = Gulzim).

Dal punto di vista fisico, se n = 3, stiamo parlando, per esempio, del potenziale elettrico per
una sorgente, una carica puntiforme, localizzata nel punto yy. Rigorosamente parlando pero
quest’idea non ¢ sostenibile per vari motivi di carattere matematico, primo fra tutti il fatto
che una simile funzione f, che & quasi ovunque nulla per costruzione, genererebbe, tramite la
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formula , una soluzione ovunque nulla!

E possibile dare comunque un senso matematicamente rigoroso a questo genere di idee introdu-
cendo la teoria delle distribuzioni o funzioni generalizzate. In tal caso, la funzione f = f(x) che
rappresenterebbe la sorgente elementare suddetta, localizzata in y, ¢ in realta individuata dalla
distribuzione detta delta di Dirac, che si indica con 6(x — y).

4.2 Ancora sul problema di Dirichlet per regioni limitate.

Torniamo ora a considerare il problema di Dirichlet in una regione {2 C R" aperto a chiusura {2
compatta per p € C?(Q) N C°(Q)

{ Ap=f, feCH(Q) funzione assegnata,

vlog =19 P € CY(09Q) funzione assegnata. (4.9)

Se 0f) e una superficie chiusa regolare orientabile e, per esempio, f ¢ limitata oppure a supporto
compatto in €2 come assunto sopra, allora abbiamo a disposizione un’identita, la , che ci
permette di esprimere la soluzione ¢, se esiste, in funzione del valori che ¢ e il suo gradiente Vg
assumono su 9. Ovviamente dobbiamo anche assumere per esempio che ¢ € C1(Q2). Infatti
vale:

o) = /Q G, 9) Aoy — ;{  Gule1)Vyply) - nS()+

+ VyGn(,y) - np(y)dS(y), (4.10)
+0Q

da cui:

o) = / Gl ) )y — b Gl y)Vyoly) - ndS(y)+
Q +0Q

+ VyGn(z,y) - nY(y)dS(y).
+092

Questa formula, al contrario del caso del problema in tutto R™, non puo tuttavia essere utilizzata
per determinare la soluzione al problema assegnato perche per utilizzarla per conoscere ¢ in ogni
punto di €2 € necessario conoscere anche V¢ su 012, che non e noto dalle condizioni al contorno.
Per un problema con condizioni al contorno di Neumann si avrebbe lo stesso problema in quanto
non sarebbero noti i valori che ¢ assume su 0€).

Osservazioni 4.1.  Se, oltre ai valori di ¢ su 0f, fossero assegnati anche valori di Vi su
00 (ad esempio Vy - nlgpg = 11 ), e tentassimo di usare l'espressione (4.10) per scrivere una
possibile soluzione,

o) = /Q G, y) )"y — 7{ G, )61 (4)AS ()

o0

+ VyGn(z,y) - n(y)dS(y) (4.11)
+0Q2
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in generale avremmo che la funzione ¢ cosi calcolata non risolverebbe il problema:

Ay = f funzione assegnata,
¢lag = ¥ funzione assegnata, (4.12)
Ve - nlgg = 11 funzione assegnata.

Infatti, dai teoremi di unicita per il problema di Dirichlet e Neumann, sappiamo che in generale
questo problema puo non ammettere soluzione assegnando |sq e V|aq - n contemporaneamen-
te e arbitrariamente. In qualche modo per poter usare la procedura detta dobbiamo estrarre il
dato incognito Vi|sn da quelli noti: ¥ e f. Oppure dobbiamo modificare la formula in modo da

non richiedere la conoscenza del dato V|sn che non puo essere assegnato indipendentemente
da .

4.2.1 Funzioni di Green e nuclei di Poisson.

Per usare al fine di scrivere la soluzione del problema di Dirichlet in funzione dei dati
al bordo, possiamo cercare di modificare GG, in modo da far sparire in (4.10)) il termine con-
tenente il gradiente di ¢ e cercare di usare i soli dati di Dirichlet. In questo modo potremmo
riuscire a produrre un candidato della soluzione del problema. Con un problema di Neumann
si puo procedere similmente anche se noi ci limiteremo a trattare il problema di Dirichlet unica-
mente. Abbiamo la seguente proposizione che ci porta verso la direzione voluta.

Proposizione 4.1.  Sia ) C R" insieme aperto non vuoto a chiusura compatta e con bordo
dato da una superficie regolare orientabile. Sia {vo(z,-)}eeq C C%(Q) una classe di soluzioni
dell’equazione:

Ayvo(z,y) =0, (z,y) € QxQ
per le quali valga anche:
vo(z,y) + Gn(z,y) =0, sexeQeyecd.
Allora valgono i fatti sequenti.
(a) Per ogni funzione ¢ € C°(Q) N C?(Q) con Vi e Ay limitate su Q, vale:
o@) = [ Gole.Ae)dy+ | Nolwn)e)as@). peromizen, (@13

dove Go(x,y) = Gn(x,y) +va(z,y) e No(z,y) = VyGa(z,y) nlycon (conn versore uscente da
00 ) sono detti rispettivamente la funzione di Green ed il nucleo di Poisson per il problema
di Dirichlet per l’equazione di Poisson su Q.

(b) Per ogni fissato x € Q, Q\ {zx} 3y — Ga(x,y) si estende univocamente per continuita ad
una funzione C%(Q\ {z}), armonica su tutto Q\ {x} e nulla su 9.

(c) Se (x,y) € Q@ x Q, allora

vo(z,y) =va(y,z) e sex#y, Galy,z)=GCGalz,y).
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In particolare, quindi per ogni fissato y € Q, Q\ {y} > x — Gq(z,y) si estende univocamente
per continuita ad una funzione C2(Q\ {y}), armonica su Q\ {y} e nulla su 9.

Schema di dimostrazione. (a) Fissiamo = € Q e quindi scegliamo una classe di domini €.,
con le stesse caratteristiche di €, per € € (0,6) con § > 0, in modo tale che . C Q. C € se
€ <€ e U, = Q.

Dato che, se z € & fissato, vale Ayvg(z,y) = 0 quando y € Q (per y € I, cid vale per
continuitd tenendo conto che la funzione & C? fino al bordo), pertanto:

/Q o(y)Ayva(z,y)d"y =0

per ogni funzione ¢ : @ — R. Se ammettiamo che ¢ € C?(12), dalla seconda identita di Green
abbiamo come conseguenza:

0— / va(z,y)Aye(y)d"y + j{

() Vyva(z,y) - ndS(y) - ;4 vz, 1) Vyp(y) - ndS(y)
< +0Qe

+0Q
Sommando membro a membro con (4.10) calcolata su Q. e definendo Gq(z,y) = Gy (z,y) +
vo(x,y), si ha:

Na(z,y)e(y)dS(y) —7{ Ga(r,y)Vyp(y) - ndS(y)

o(z) = / G, ) Ayp(y)d™y +
Qe +0

+082%

dove Nq(z,y) := V,Ga(z,y) - nlyesn. Se ora assumiamo che ¢ € C°(2) N C?(Q) e che Vi e
A siano limitati su €2, possiamo calcolare il limite per € — 0 essenzialmente usando il teorema
della convergenza dominata ottenendo

¢($)=/Gn(w7y)Ay¢(y)dny+]§ Na(z,y)e(y)dS(y) ,
Q +00Q

dove abbiamo trascurato il contributo dovuto all’'ultimo integrale di bordo che vale zero nelle
nostre ipotesi in quanto Go(z,y) = 0 se y € 9Q. Nel passaggio precedente per 'integrazione
sul bordo si procede come segue, scegliendo con cura la classe dei domini {2, in modo che
00 = f(09), per una classe di funzioni regolari f. : 9Q — Q parametrizzate in e € [0,0),
che prendono valori in un fissato intorno di 02 in modo tale che, in particolare, fy sia la
funzione identita. La misura naturale su ogni 0f). viene scritta come quella su 92 moltiplicata
per una funzione continua positiva (la derivata di Radon Nykodim). In questo modo ogni
integrazione su 0f)., componendo le funzioni integrate con la funzione f., puo sempre vedersi
come un’integrazione su 02, con una misura che & quella di 02 moltiplicata per una funzione
che tiene conto di e. Il teorema della convergenza dominata viene applicato per calcolare il limite
€ — 0~ per un integrale eseguito nella variabile y su 92 per funzioni delle variabili y € 092 e
e € [0,0), congiuntamente continue sul compatto 92 x [0,4’], dove ¢’ < 4 con § > 0 e fissato a
piacere.
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(b) La dimostrazione ¢ ovvia per definizione di G, dalle proprieta note di v e G,. Si noti che
Gq resta comunque singolare per z = y dato che tale ¢ G,,, mentre vg(x,z) & comunque ben
definita.

(c) Fissiamo x1,z9 € Q con z1 # x2 e consideriamo il volume, con ovvie notazioni, Q. =
Q\ (Be(x1) UBe(z2)). Su tale volume le funzioni: y — Gq(x1,y) e y — Ga(z2,y) sono regolari,
armoniche e si annullano sul bordo esterno di €2, dato da 9€2. In conseguenza dell’armonicita :

0= [ (Gaw1.9)8,Galezy) — Gola ), Galer. ) "y
Applicando la seconda identita di Green al secondo membro scritto sopra e tenendo conto che il
contributo dovuto all’integrale di superficie su € si annulla dato che Go(x1,y) = Ga(z2,y) =0
se y € 0f2, otteniamo che:

74 Galwr,y)n - V,Golzs, ) dS(y) — f Galws,y)n - VyGolzy,y) dS(y)

+aBe(QB1) +8Be(x1)

+ f Galwr,y)n - VyGolws,y) dS(y) — f Golws,y)m - V,Galz1,y)) dS(y) = 0.
+8B€($2) +0Be (1'2)

Si osservi che la divergenza che si ha nel primo integrale per ¢ — 0" & unicamente dovuta alla
divergenza di G, (z1,y) per y — x1. Fissando coordinate polati centrate in x;, tale divergenza
¢di ordine €27 se n > 2 oppure Ine se n = 2. Tuttavia 'area della superficie 9B, (1) tende a
zero con rapidita €~ ! oppure € rispettivamente. Da cio si conclude che il primo integrale tende a
0 per € — 0. Lo stesso discorso vale per il quarto integrale. Nel secondo integrale, la divergenza
¢ invece dovuta a n-V,Gy(z1,y), y — x1. Usando un sistema di coordinate polari centrate in x;
si vede che n- V,Gp(x1,y) = 1/vol(0Bc(z1)) come gia osservato nella dimostrazione di (c) del
teorema [3.1] Tale divergenza si compensa esattamente con il limite a 0 dell’area della superficie
Je(x1) quando € — 07, lo stesso discorso vale per il terzo integrale. (Si osservi che il contributo
dovuto ai termini vg(z,y) ¢sempre nullo nel limite per ¢ — 01 dato che tali funzioni sono
regolari nel dominio considerato e vengono integrate su domini di misura che tende a zero.)
Ragionando nella dimostrazione di (c) del teorema si verifica facilmente che, prendendo il
limite per e — 0T si ottiene un valore finale dato dai seguenti contributi :

0— Gg(xz,:vl) + GQ(ZL‘l,ZL‘Q) +0=0.

Da cui: Gq(z2,21) = Ga(x1,x2). Dato che vale anche G,,(z2, 1) = Gp(z1,22) per definizione,
concludiamo che vq(ze2, 1) = vo(x1,x2) quando z1 # x2. Questa identita per vg vale banal-
mente anche nel caso z1 = z2, dato che vq(z,z) ¢ definita per ogni x € Q.

Si osservi infine che, per definizione, per ogni = € Q, y + Gq(z,y) & una funzione C2(Q \ {}),
armonica e nulla su J€2. Pertanto per ogni y € 2, Q 3 z — Gq(z,y) = Ga(y,z) si estende
univocamente per continuita ad una funzione C?(Q\ {y}), armonica e nulla su 9. O

L’espressione (4.13)) fornisce ¢ in termini delle sole quantita assegnate in un problema di Diri-
chlet su Q. Tale formula puo essere usata per determinare la soluzione del problema di Dirichlet.
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Sussiste infatti il seguente teorema.

Teorema 4.2. Sia Q2 C R" insieme aperto, non vuoto, a chiusura compatta e con bordo dato
da una superficie regolare orientabile. Sia Gq una funzione di Green per il laplaciano su € con
nucleo di Poisson Nq. Se valgono © sequenti fatti:

(i) la funzione vq = Gq — G, édi classe C3(Q x Q\ A), dove abbiamo definito A :=
{(z,x) |z € 00}, e

(ii) vale identita :

li_>m No(z,y)(y)dS(y) = ¥(xo), per ognip € CO(N) e ogni xq € AN, (4.14)
T7T0 J a0

allora valgono i due sequenti fatti.

(a) la funzione:

/Ggmy DAY+ Noley)v)ds(), pers €O (4.15)

estesa per continuita su Q0 é soluzione del problema di Dirichlet

Ap=f,
{ eloo =, (4.16)

per ogni scelta delle funzioni assegnate f € CZ(Q) e € CY(99Q).
(b) Esiste al pit una funzione di Green Ggq per l'equazione di Poisson con condizioni di Diri-
chlet su Q soddisfacente (i) e (ii) (e quindi un unico nucleo di Poisson associato). {

Dimostrazione. (a) Fissato un qualsiasi 2’ € € si consideri una palla aperta B(z') C © con
B(z') € Q. La funzione B(z') x suppf > (x,y) — vao(z,y)f(y) ¢limitata e lo sono tutte le sue
derivate in z di ogni ordine (essendo tale funzione con le sue derivate continue su un compatto),
dunque esistera una funzione costante g > definita sull’insieme, di misura finita per ipotesi, 2, e
tale funzione maggiora i valori assoluti delle derivate in z fino al secondo ordine di vg(z,y)f(y)
per tutti i valori di y € Q uniformemente in 2z € B(z'). Possiamo allora derivare sotto il segno
di integrale in 2 € B(2’) due volte ottenendo, da (b) del lemma

A, /Q v, y) f(y)d"y = /Q Auva(r,y)f(y)d"y = 0.

Similmente, dato che f ha supporto compatto e pertanto
/ Gu(z,y) f(y)d"y = Gn(x,y)f(y)d"y
Per (d) del teorema 3.1 abbiamo che:

A, /Q G(,9) f(y)d"y = f(z) .
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Mettendo tutto insieme abbiamo ottenuto che:

A, / Galz,y) f(y)d"y = f(x).
Q

La funzione B(z') x 92 5 (x,y) — Nq(z,y) f(y) e derivabile in x e le sue derivate sono limitate,
essendo funzioni continue su un compatto: per costruzione x # y lavorando nell’insieme detto.
Come prima possiamo derivare due volte sotto il segno di integrale ottenendo

Ay ¢ Na(z,y)p(y)dS(y) = ¢ AzNa(z,y)(y)dS(y) =0,
o0 o0

dato che possiamo applicare il teorema di Schwartz, essendo v di classe C2 e G,, di classe C™
(per argomenti non coincidenti):

Azn-VGq(z,y) =n-VA,Go(z,y) =0

in quanto Gq(z,y) ¢, per costruzione, armonica in z se x # y. In definitiva

8. ([ Gate) i)'y + § No(w)v)asw) = 1),
Q o0N

La funzione ¢ & quindi in C?(Q) per costruzione (anzi &in C*(Q2)).

Se B(zp) € una palla aperta centrata in xg € 9 tale che 9B(zg) Nsupp f = &, la funzione
(z,y) = Ga(z,y)f(y) per (z,y) € (B(xo) NQ) x Q & continua con supporto compatto incluso in
(B(x0) N Q) x supp f (le singolaritad di G per = y non hanno effetto visto che tali punti sono
fuori dal supporto). Sia C' > 0 una costante che maggiora (z,y) — Gq(z,y)f(y) sul dominio
detto. La funzione costante 2 5 y — C & integrabile dato che €2 ha chiusura compatta. Possiamo
allora applicare il teorema della convergenza dominata e concludere che

lim Gﬂ(w,y)f(y)d”yz/ lim Go(z,y)f(y)d"y =0,
T—T0 Q Qx»—mo

dove abbiamo usato il fatto che limg ., Go(z,y) = Ga(zo,y) = Ga(y, o) = 0 quando xg € I
e y € €. Se infine vale anche la condizione allora ¢ definita in ed estesa su 0f)
come @(z) := () & continua su €2 e, banalmente, soddisfa le condizioni al bordo. Mostriamone
la continuitd in ogni punto zg € O = QU IN. Se 29 € Q la funzione ¢ & continua in zg per
costruzione, essendo di classe C?, e non c’e nulla da provare. Se invece xy € 952 si procede come
segue. Per ogni € > 0 possiamo trovare un intorno aperto A, di xg tale che, se z € A, N Q
allora |p(z) — ¢(x0)| < € come conseguenza di (4.14). Dato che 1 & a sua volta continua in z,
per ogni € > 0 possiamo trovare un intorno aperto A. di z( tale che, se z € AL N JN allora
|(x) —(x0)| < e. In definitiva, tenendo conto del fatto che ¢ = 1 su 992, se € > 0, esiste un
intorno di 7y € 99Q, Be := A.NA., tale che se x € B.NQ = B.N(QUON), allora |¢(z) —p(xo)| < €.
(b) Ovviamente ¢ sufficiente dimostrare 1'unicita della funzione di Green quando ¢ valutata per
z,y € Q (con z # y), i rimanenti punti del bordo vengono inclusi nella dimostrazione per
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continuita . Sia Gf, un’altra funzione di Green soddisfacente (4.14]). Per ogni problema di
Dirichlet (4.16]), 'unica (per il teorema [2.3)) soluzione ¢ si potra anche scrivere come:

o) = [ Cale. )+ § No(e)vln)isty).
Se scegliamo 9 identicamente nulla su 0f2, per differenza con (4.15) avremmo che, per ogni
x € Q e per ogni f € CZ(Q):

0= [ (Galery) — Galr 1)y
Q

Supponiamo per assurdo che per fissati z,y € Q con z # y, G(z,y) — Ga(z,y) =1 # 0.
Assumiamo senza perdere generalita ! > 0. In una palla aperta di raggio finito B centrata in
y e con z fissato, G, (z,y) — Ga(x,y) si manterrebbe in [l —¢,l + €] con [ — € > 0. Potremmo
allora trovare una funzione f € CS(Q) il cui supporto e contenuto in B che abbia integrale stret-
tamente positivo pari a k. In modo tale che [,[GG(z,y) — Ga(x,y)]f(y)d"y > k(l —€) > 0 che
¢ impossibile. Quindi Gg,(z,y) = Ga(z,y) su Q x Q per x # y. O

Osservazioni 4.2.

(1) Nelle ipotesi di validita del teorema precedente sappiamo risolvere, su €2 dato, ogni proble-
ma di Dirichlet con dati ¢ € C%(9Q) e f € C3(€). La conoscenza della funzione di Green non
permette di risolvere un problema di Dirichlet, ma ogni problema di Dirichlet (se valgono tutte
le ipotesi richieste).

(2) La validita della condizione ¢ abbastanza generale. Daremo una condizione sufficiente
affinché essa valga nella prossima proposizione.

(3) Cambiamenti della definizione della funzione Gg sull’insieme A non alterano, evidentemen-
te, i risultati in (a). Si osservi che anche la relazione e indipendendte dal valore assunto
da Gq su A.

Proposizione 4.2.  Nelle ipotesi del teorema la condizione ¢ verificata se, per ogni
xog € 0N e per ogni palla aperta Bs(xg) centrata in xg e con raggio § > 0 vale:

?{ No(z,y)dS(y) -0 perQ>z — .
OO\ Bs(zo)

&

Dimostrazione. La dimostrazione usa il seguente lemma:
Lemma 4.1. Il nucleo di Poisson Nq(z,y) soddisfa:

No(z,y) >0 sex € Q,y € I ed anche Nq(z,y)dS(y) =1, per ognix € Q. (4.17)
o0

&
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Dimostrazione del lemma. Infatti, se x € ) ¢fissato e B,(x) ¢ una palla aperta di raggio
r centrata in x con B,(xz) C , la funzione Q \ B,(z) 3 y — Gq(z,y) = Gp(z,y) + va(z,y)
¢ sicuramente negativa su 0B, (x) scegliendo r sufficientemente piccolo, visto che Gy (z,y) di-
verge a —oo quando y — z, mentre v(x,y) rimane limitata nell’intorno di x. Per costruzione

Gq(z,y) = 0 se y € 0N2. Dato che il massimo di Q\ B,(z) 2 y — Gq(z,y) € assunto sul bordo
del dominio (essendo la funzione armonica nell’interno del dominio e continua sulla chiusura),
concludiamo che tale massimo ¢ sicuramente 0 e che G, (x,y) < 0 nell’interno del dominio per
il principio del massimo forte. Segue facilmente che —n - V,Gp(z,y) < 0 quando y € 99, dove
—n punta verso l'interno: se cio non fosse, dato che G, (z,y) = 0 su y € 99, troveremmo una
curva Cl, y = y(t), che entra in  partendo da y(0) € 99, lungo la quale t — Gy, (x,y(t)) cresce
raggiungendo valori positivi. Notiamo poi che, se z € €:

n-V,Gp(z,y)dS(y) + 7({39 n- Vyvg(z,y) dS(y) .

No(z,y) dS(y) = j{

o0N o0N

Consideriamo i due integrali a secondo membro. Il secondo integrale vale 0, dato che y — vq(z,y)
€ armonica su ) e vale il teorema Il primo integrale vale invece 1, applicando la formula
(3.17)) alla funzione g che vale costantemente 1 su R™. In definitiva:

Nq(z,y)dS(y) =1, per ognix € Q.
o0

Questo conclude la dimostrazione. O

Proseguendo con la dimostrazione principale, abbiamo che, in conseguenza del secondo risultato

in (.19

Na(z,y)¢(y)dS(y) = d(xo) ¢ Nal(z,y)dS(y) + ¢ Na(z,y)(¥(y) — ¢ (x0))dS(y) -
o0 o0 [2/9]

In altre parole, per ogni fissata palla Bs(zg):

Na(z,y)(y)dS(y) — ¢ (xo) = - No(z,y)(d(y) — P(20))dS(y) = As(x) + Aj(z) . (4.18)

dove:

)= Na(e)(b(0)-v@)dSw), Ae) = Nowy)(ly)-())dS().
O\ Bs (x0) QN B; (o)

Consideriamo ora una successione di punti 2 > z,, — xg se n — +00. Avremo che

lim sup
n

No(m, 5)9(5)dS () — (o) | < lim sup | Ag(an) -+lim sup | A5 ()] = lim sup | 4} (z)],
oN n n n
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dato che limsup,, |As(x,)| = 0, essendo per ipotesi (usando anche il fatto che |Nq(zp,y)| =
Ng (‘T;na y))

[As(zn)] < sup  [¢(y) — ¥ (x0)] [No(zn,y)|dS(y) = 0 sen — 400,
yE@Q\Bg(wo) 8Q\B§(x0)

dato che supycao B; (o) [¥(¥) — (o) ¢ finito per la continuita di ¢ sul compatto 9.
Concludiamo che:

Na(zn, y)(y)dS(y) — (o)
o0

lim sup
n

< limsup |A5(xy)]|,
n

per ogni 6 > 0. Mostriamo che possiamo rendere piccolo a piacere il secondo membro scegliendo
0 > 0 opportunamente. Dato che i & continua su 02, per ogni fissato € > 0 deve esistere § > 0
tale che |9(y) — ¥ (zo)| < € se y € I con ||y — xo|| < ¢ e quindi:

@< s ) — d) |Ng<x,y>|ds<y>s6f Na(z,4)[dS(y)
y€INNBs(xo) QN Bs(xo) o0

=e¢ P Nq(z,y)dS(y) =c¢.
onN

Il risultato vale per ogni x € Q) e quindi anche per z,. Concludiamo che, per ogni € > 0:

<e€.

No(zn, y)b(y)dS(y) — ¢(xo)
00

lim sup
n

Abbiamo ottenuto che, comunque fissiamo una successione §2 3 x,, — xg se n — +00

0 < liminf

n

No(an, y)9(y)dS(y) — ¢(z0)] < 0.
)

Na(zn, y)¥(y)dS(y) — ¥(zo)
o0

< limsup
n

E quindi, per ogni successione €2 3 z,, — x¢ se n — 400, vale:

No(zn, Y)Y (y)dS(y) — ¥ (z0)| = 0.

o

lim
n—-+o0o

L’arbitrarieta della successione implica che vale la tesi:

o dim Na(zn, y)¥(y)dS(y) = ¥ (xo) -
r—=x0 JH0)

4.3 Funzioni di Green per domini particolari.

Non ci occuperemo della questione generale, mentre ci occuperemo solamente di determinare le
funzioni di Green ed il nucleo di Poisson per domini €2 particolari.
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4.3.1 Il metodo delle cosiddette cariche immagine.

Al fine di ottenere una funzione di Green per un dominio  C R3, si deve trovare una clas-
se di funzioni {vg(z, )}seq C C?(Q) (come visto nel teorema si rinforza la richiesta di
regolarita richiedendo vg(+,-) € C3(Q x Q\ A)) tale che siano soddisfatte le condizioni:

Ayvo(z,y) =0 reNyeN

Gs(z,y) +va(z,y) =0 x€eQyed.

Quest’ultima condizione si scrive esplicitamente:
1

- t+vg(z,y) =0 xeQyed.
Tl —g) T @Y

L’intuizione fisica ci pud aiutare nella ricerca della funzione vg(z,y). Partiamo dal fatto che,
come ben noto dai corsi di elettromagnetismo elementare, la funzione
e
R* Sy p(y) i= ———
Ar||lz — y||
e il potenziale elettrostatico generato nel punto y da una carica elettrica e, puntiforme, posta nel
punto x. Il gradiente di tale campo, cambiato di segno,

e(y — )
B = e —ulp
coincide con il campo elettrostatico generato in y dalla carica detta. Infine, seguendo la formula
della forza di Lorentz il prodotto di tale campo per la carica €’ di prova posta nel punto y
riproduce la legge di Coulomb:

( ) ee,(y — IL’)

Az -yl
che esprime la forza elettrostatica che la carica e in x esercita sulla carica ¢’ in y.
La condizione:
Gs(z,y) +va(x,y) =0 x e NyeIN,

dice che il potenziale elettrostatico in y totale dovuto sia ad una carica puntiforme negativa
unitaria situata in z (che genera il potenziale G3(x,y) in y) unitamente ad un ulteriore poten-
ziale incognito vg(x,y), € sempre nullo sulla superficie 9€2. 1l fatto che y — vq(z,y) si possa
sempre pensare come un potenziale elettrostatico € dovuto alla richiesta Ayvg(z,y) = 0 che
& soddisfatta dai potenziali elettrostatici, come spiegato nella sezione [2.1], quando le sorgenti del
campo non cadono nel punto y. Quindi la determinazione della funzione vg(x,-) élegata alla
determinazione di una configurazione di cariche, che non cada su 052, in aggiunta a quella posta
in x che annulli su 02 il potenziale prodotto dalla carica unitaria posta in x. Queste cariche, da
aggiungersi a quella unitaria gia presente in x, vengono chiamate cariche immagine. La dipen-
denza parametrica di vg da x ¢ dovuta al fatto che possiamo muovere a piacimento la carica in
x e ci aspettiamo che cio cambi la distribuzione di cariche immagine.
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4.3.2 La funzione di Green nella palla in R3.

Sia  la palla aperta di raggio R in R? centrata nell’origine. Vogliamo trovare la funzione
di Green per il problema interno alla sfera. Nel caso della palla, il problema di determinare le
cariche immagine & molto semplice: si verifica che & sufficiente una sola altra carica da aggiungersi
a quella in z al fine di annullare il potenziale in 9. Se z/(z) & la posizione della carica immagine
di valore g, (puo dipendere da z), deve essere:

. G _
drllz —yll - 4xll2"(z) =yl

0 y € oS

Per la simmetria del problema ci aspettiamo che
¥ = Xz)x, con |\z)|]|z|]| >R,

la seconda condizione ¢ dovuta al fatto che a2’ deve essere fuori da € altrimenti avremmo una
singolarita in pit per Gg, mentre sappiamo che essa ¢ singolare solo per y = x). In questo modo,
se z € Qallora 2/(x) & Q. Si osservi ancora che, per ogni z € () fissato, cioe 2’ fissato, la funzione

vo(z,y) = T

Ar||z'(z) — yl|
€ C° ed armonica nella variabile y € ) proprio come richiesto, dato che non e altro che la
funzione y — ¢,G3(2'(z),y). Questa funzione, al variare di y € R3 ¢ di classe C* se y # 2’ ed
€ anche armonica in tale insieme.
Se il metodo funziona si deve avere I’annullamento del potenziale totale su 02, in particolare
nei due punti y; e yo intersezione della retta congiungente x e x’ con 99:

B 1 n Gz _0
() " A - (1.19)
_ + a =0
dr((lzll+ R)  An([|2'(z)]| + R)
In questo modo si ottiene, se ||z|| < R:
1’ ()] []2]] = R?,
R (4.20)
e = 77 -
||
Dalla prima equazione ricaviamo che
R2
Az)] = :
|2

in modo tale che, come richiesto, ||z|||A(z)| = R?/||x|| > R se ||z|| < R. Assumendo A(x) > 0,
ci aspettiamo che la funzione di Green cercata sia:

1 Rlfx]]

Gao(z,y) = —
drl|e —y|| - 4x||R2x — ||| [y]|

(4.21)
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La funzione vq(x,y) = Ga(x,y) —Gp(z, y) soddisfa Ayvg(z,y) = 0 dove non e singolare, essendo
per costruzione, una soluzione fondamentale nelle variabili 2’ e y:

va(r,y) = — e

drla’(z) — yl|
Cio accade in particolare per z € Q e y € ) come richiesto nella definizione di funzione di Green.
Infatti, pill fortemente si puo provare che v € di classe C™ su Q x Q se si escludono i punti
(z,y) con x =y € IN. Questo risultato si ottiene facilmente se si nota che, esplicitando i calcoli,
e dove a(z,y) e 'angolo tra z e y:

R
vo(z,y) = . (4.22)
Am /R + [[2|Plly[]2 — 2R?||=[[[]y]] cos a(, y)

Ma, dato che | — cosa(x,y)| = |cosa(z,y)| < 1 e quindi in particolare —1 < —cosa(z,y),
abbiamo una minorazione per il quadrato del denominatore di vg:

(R2=ll=[lly|* = R*+[J[*[lyl[*— 2B |zlllyl| < R*+|l]*[ly[]*~2R?[|2][]|y]] cos ez, y). (4.23)

Quindi, se si annulla il denominatore nel secondo membro di (4.22) con z,y € Q (e quindi
l|z|],|lyl]] < R), deve accadere anche che (R? — ||z||||y||)?> = 0 e dunque ||z|| = ||y|| = R, cioe
z,y € 092. Con queste richieste aggiuntive, la condizione di annullamento del denominatore del
secondo membro della fornisce infine:

R*+ R’R? — 2R"cos a(z,y) =0,

che ¢ possibile solo se cosa(z,y) = 1 e quindi x = y € I come detto sopra. Pertanto le
singolarita di vg(x,y) su Q x € si possono avere (e si hanno) solo quando x = y € 9. Possiamo
riscrivere 1’espressione trovata come:

R
dr/RUA (2| Plly|[P - 2R%x -y

UQ($a y)

Questa funzione, per z,y € Q, &€ C* dove non si annulla il denominatore, cioe ovunque su £ x
escludendo i punti (z,y) con z =y € 9.

Infine, si controlla facilmente che anche la seconda condizione richista per avere una funzione
di Green e soddisfatta: se y € 90 e z € Q, allora Go(z,y) = 0. Infatti, in questo caso se n,
e n, sono rispettivamente il versore di = e quello di y e tenendo conto che ||y|| = R equivale a

y € 092, si trova da (4.21)):

Galz, )| ! + !
X, = —
AW et = = laling — Rny||  4x[[Rny — [Ja][ny]|
_ 1 1
dr[| T Ing — [[yllmg[] 4] [lyllne — [J]|ny ]

108



1 1

A /[[2]2 + Tyl = 2[J2(lllyl[ns - n, ! dm/1lyl]? + [I2]]* — 2[ly[[l|2]ng - 1y
Tutte le condizioni richieste sono dunque soddisfatte: la e una funzione di Green per la
palla di raggio R centrata nell’origine in R3.
Valutiamo il nucleo di Poisson associato Ng(z,y). Utilizziamo coordinate polari sferiche con
I'asse z diretto lungo il vettore uscente dall’origine e diretto verso il punto y, partendo da

1 1
- -
Arlle =yl 4x[|Rng — [[z]]y/R]|

Gol(x,y) =

si trova in coordinate polari, dove ||y|| € la coordinata radiale:

1 1

A /22 + [1yl? = 2[[z[[[lyl[ cos @ 4m\/R2 + [[]?[|y[[*/ R? — 2|\~T|H|y\|00(19 .
2

Quindi dobbiamo valutare:

0
NQ(LU,Z/) =1y - VyGQ(%?J)\aﬂ = mGﬂ(xay) Il
yl|=R

Nel calcolo si tenga conto di due fatti: (i) dopo aver calcolato le derivate, si puo porre ||y|| = R
(ii) i denominatori dei due addendi a secondo membro in coincidono per ||y|| = R come
notato sopra, coincideranno, per ||y|| = R anche i denominatore delle derivate di tali espressioni,
dato che che altro non sono che i precedenti denominatori elevati alla terza potenza.

Il calcolo produce immediatamente:

R? — |||

N, =

l|z|| < R (4.25)

yeN)

(Per il problema di Dirichlet esterno alla sfera si puo ragionare analogamente scambiando il
ruolo di x e y e si ottiene, si tenga conto che ora il versore uscente da 9€) punta verso l'origine:

[|z|f* — R

N, S|

llz|| > R.

yeo2

Non diremo altro sul problema esterno.)

Le ipotesi del teorema [4.2|sono soddisfatte, la condizione (i) & vera dato che v € C®(Q x Q\ A)
come provato precedentemente, la condizione (ii) (cioe la (4.14))) & anch’essa valida dato che si
verifica facilmente per computo diretto, dalla forma esplicita del nucleo di Poisson trovata, che
I'ipotesi della proposizione é verificata nel caso in esame: se integriamo in y € 9Q\ Bs(z) per
un fissato xg € 912, il denominatore del nucleo di Poisson rimane limitato, mentre il numeratore
tende a zero se © — xp, dato che cid implica che ||z|] — R. Dato che 'integrando ¢ in valore
assoluto limitato da una costante uniformemente in  quando y € confinato a stare in 92\ Bs(xo) e
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T &, per esempio, in Bs /(7)) NE2 [|, il teorema della convergenza dominata implica che I'integrale
in (4.14)) tenda a zero verificando la condizione (ii).

Pertanto siamo in grado di determinare tutte le soluzioni del problema di Dirichlet in €2 con
funzione sorgente di classe C3(Q) e dato di Dirichlet 1 € C°(9Q), quando Q ¢ la palla aperta in
R? di raggio R > 0 centrata nell’origine. In particolare, se p € C?(2) N C°(Q) & armonica in
(cioeé non c’e la sorgente f) e si riduce alla funzione continua 1 su 02, vale:

_ Rl Y(y)
pla) = — % j{ly:R o= P dS(y) .

4.3.3 La funzione di Green nel cerchio in R2.

Ora  ¢il cerchio in R? centrato nell’origine e di raggio R. Vogliamo determinare una funzione
di Green Gq(z,y) per tale insieme. In questo caso siamo nel piano, ma il ragionamente ¢ molto
simile a quello precedente sviluppato nello spazio, cambiano solo i calcoli. Cerchiamo una di-
stribuzione di cariche all’esterno di € che annulli il potenziale sulla circonferenza 9€).

Osservazioni 4.3. Dal punto di vista fisico non possiamo pensare tali cariche come carieche
elettriche, visto che siamo in due dimensioni e che il potenziale dovuto ad una carica si deve
pensare come logaritmico. A parte questo dettaglio, fondamentale dal punto di vista fisico, ma
inessenziale dal punto di vista matematico, la procedura ¢ la stessa che nel caso tridimensionale.

Dalla definizione (3.1} ci aspettiamo una funzione di Green della forma della funzione armonica
iny € Q\ {z} data da, per ogni z fissato in

1 1 ;
Gale,y) = 5-Inllz = yl| = 5 In(all2'(z) — 1))
in modo tale che:

Galr,y) = 5=z —yl| — o= n(a.lla’(x) —9l)) =0 ¥y € o0
Dobbiamo determinare la carica immagine ¢, e la posizione di essa x’ in funzione di z.
Esattamente come nel caso precedente, per la simmetria del problema ci aspettiamo che 2/ =
A(z)z, con [A(x)|||z|| > R dato che 2’ deve essere fuori da Q. Se il metodo funziona si deve avere
I’annullamento del potenziale totale su €2, in particolare nei due punti y; e ys intersezione della
retta congiungente x e x’ con 99Q:

{ %m(R — |l]) = 5= In(gz(||2'(z)|| = R)) = 0 (4.26)
5= (R + ||z]]) — 5= In(g(|[2"(x)[| + R)) = 0
La soluzione ¢ di nuovo: 21l ,H 9
z||||Z'|| = R
4.27
{ ¢ = ||z]|/R 2

'La funzione (Bj/2(r0) N Q) x (92 \ Bs(z0)) > (z,y) — Na(z,y) & continua e definita su un compatto.
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In particolare |\(z)| = R?/||z||?. Scegliendo A(x) > 0 si trova:

1 e —
Gq(x,y) = =—1In .
(@9) = o O R el = [l R

Questa funzione & di classe C°° su 0 x  se si escludono i punti (z,y) con z = y. Inoltre la
funzione v (z,y) = Go(z,y) — Gn(z,y) &di classe C™ su Q x Q se si escludono i punti (z,y)
con x =y € 0. Si controlla facilmente che per ||y|| = R, Go(z,y) si annulla.

Ragionando come nel problema precedente si puo calcolare Nq(x,y), ottenendo:

RQ_ T 2
No(e,y) = 5o I

= <R
2m Rl — yIP I

yeN

(Per il problema esterno si ottiene analogamente un nucleo di Poisson:

z||? — R?
Na(z,y) = lz]

= >R
2eR|jz — g el = 4t

yeIN

non ci occuperemo oltre del problema esterno.)

Si puo verificare che la condizione ¢ effettivamente verificata per il nucleo di Poisson tro-
vato, pertanto siamo in grado di determinare tutte le soluzioni del problema di Dirichlet in 2
con funzione sorgente di classe C3(12) e dato di Dirichlet v € C°(9€2), quando € ¢ il disco aperto
in R? di raggio R > 0 centrato nell’origine. In particolare, se ¢ € C?(Q) N C°(Q2) & armonica in
Q (cioe non c’¢ la sorgente f) e si riduce alla funzione continua v su 9%, vale:

o= Bl IO
o(x) ;ﬁ (4).

2R yli=r Iz —y|[?

Osservazioni 4.4.  Dal punto di vista fisico espressioni come:

1 1
Go(z,y) = 5—In[le —yl| - 5—In(g.[2’(z) - ylI)

(dove stiamo assumendo che ¢, sia un numero senza dimensioni) sono scorrette perché 1'argo-
mento di un logaritmo deve essere un numero puro, mentre ||z — y|| € una lunghezza. Pertanto,
per dare senso a tali espressioni bisogna aggiungere una qualche costante ¢ dalle dimensioni
di una lunghezza con cui dividere ||z — y||, cha prima abbiamo implicitamente assunto essere
di valore unitario rispetto all’unita di misura delle lunghezze che stiamo usando. Ma la scelta
di tale unita di misura ¢ arbitraria a sua volta, per cui, discutendo le formule precedenti con
I’occhio del fisico, € impossibile non introdurre la costante £ al limite pari a 1m oppure lem ecc,
ma presente. Per cui I’espressione corretta sarebbe:
Ulle—wll 1

gz||2'(x) — |
=—1 ln =¥~ 20
Ga(,y) 27 . Y4 2 . Y4
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Si osservi che comunque la scala ¢ non altera la funzione Gq, dato che, la stessa espressione di
sopra puo riscriversi:

| oyl .

S N e S |l ||
G0l ) = g W Gl = 2 " ) - 4l

Osserviamo ancora che, pero, a priori si potrebbero scegliere due scale differenti £ e ¢ nei due
logaritmi, per cui G sembrerebbe poter essere determinata a meno di una costante adimensio-
nale data dal rapprorto (adimensionale!) r = ¢/¢' delle due scale. Dalle proprieta dei logarimi
avremmo che:

oyl )

1 —

1
or " wl@@ll ~ 2r " qlle(e) —yl] 27

In(r) .
In realta siamo costretti a scegliere le due scale uguali per la richiesta di annullamento di G (z,y)
quando y € 9Q e x € Q: dato che la Gq che abbiamo determinato sopra senza introdurtre alcuna
scala soddisfa tale requisito e coincide con

1 |z —yll

n—"r =9
2 ol |2 (x) - yl|

deve essere Inr = 0, cioe £ = ¢'.

4.3.4 La funzione di Green in un semispazio di R3.

Consideriamo la seguente regione
Q= {(z}, 2% 2%) e R®|2® > 0} con, quindi: 90 = {(z', 22, 23) € R3 |23 = 0}

Vogliamo determinare una funzione di Green per questa regione illimitata. Possiamo vedere
questa regione come il limite per n — 400 delle regioni §2,, date dall’intersezione di §2 e delle palle
di raggio n centrate nell’origine. Non ci occuperemo della questione in dettaglio, diremo solo che
i precedenti teoremi si generalizzano a questo caso quando si lavora con soluzioni dell’equazione
di Poisson che decadono rapidamente a zero (con le loro derivate prime) all’infinito.

Dalla definizione sappiamo che in R3:

-1
Gs(z,y) = - -
Ar||z — yl|

Dobbiamo allora cercare una distribuzione di cariche (nel semispazio {z® < 0} ) tale da annullare
il potenziale G3 su 9Q. E sufficiente porre una carica unitaria in 2’ = (2',2?, —23), dove
r = (2!, 2%, 23). Otteniamo dunque:

-1 1 1

A Mz — gl [[=" —yl|
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-1 1 1
= 477<\/<x1 — g2 % (22 — )2 + (28 — ?)2 B \/(xl — g2+ (22— 22 + (a3 + y3)2>

11 nucleo di Poisson Nq(z,y) risulta essere, tenendo conto che n = — eg:
No(a,y) = — o3 Colz,y)
Q\L,Y) = —7 30 lT, Y
8y3 y3=0
10 ( 1 1 )
47 Oy \/(:Ul — Y02 + (22 — y2)2 + (23 — y3)2 \/(l.l — Y2+ (22 — y2)2 + (23 + y3)? o
1 223 1 =z e
dmlle —yllPlpog 27 llz —ylPlpazg

Consideriamo ora una funzione continua e limitata 1 = 1 (y',y?) definita sul piano y* = 0. Per
tale funzione ha senso 'integrale, valutato per x € Q (cioe 2> > 0):

=L YW s 4.28
(@) f ). (4.28)

2w Sy lle =yl

Esplicitamente, passando in coordinate polari piane sul piano 23 = 0 e scegliendo 1'origine nel

punto (z!, 22):
3 27 +o0
1.2 .3y 7 r(r, 0)
p(x, z*,2°%) = 271_/0 d9/0 dr(r2+ (w3)2)3/2 )

E evidente che la limitatezza di 1) assicura ’assoluta convergenza dell’integrale. Il calcolo diretto
del laplaciano del primo membro, passando le derivate sotto il segno di integrale (si provi per
esercizio che & possibile), provano che la funzione ¢ ¢ effettivamente C?(€2) ed armonica in tale
insieme. Inoltre si prova, essenzialmente verificando la proposizione che vale la condizione:

2 as) = v
)

li —
z—x0€0Q 27 30 Hl' — yH3

e pertanto (4.28) produce una soluzione del problema di Dirichlet in €2, senza sorgente f e con
dato al bordo 1. Lasciamo per esercizio la formulazione di un corrispondente teorema di uni-
cita delle soluzioni, tenendo conto del decadimento all’infinito delle funzioni ¢ individuate in
(14.28]).

4.4 Soluzione per il problema di Dirichlet nel cerchio in R?
tramite 1’analisi di Fourier.

In quest’ultima sezione presentiamo un metodo alternativo a quello delle ”cariche immagine”
che permette, sotto opportune ipotesi sul dato al bordo f, di ricavare la soluzione del problema
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di Dirichlet per il cerchio in R%. Gli elementi della teoria delle serie di Fourier che usiamo qui
saranno discussi nella sezione Si puo posticipare la lettura di questa sezione a quella della
sezione [6.3] tenendo anche conto della sottosezione [6.3.3] e dell’osservazione [6.6

Consideriamo dunque il seguente problema di Dirichlet

{ Ap=0 ¢eC*(QNC Q) (4.29)

Ploa = f f € C°(09Q) assegnata,

dove € ¢il cerchio in R? di raggio R: Q = {(z},22?) € R?, (2!)? + (2%)? < R?}. Per la
simmetria del problema & conveniente introdurre un sistema di coordinate polari p, # in R?, con

2! = pcosh,x? = psinf. L’equazione di Laplace assume la seguente forma:

10, 0 1 92

Per risolverla cominciamo a cercare delle soluzioni particolari della forma:

o(p,0) = ¥(p)x(0),

con ¢ e x differenziabili due volte con continuita nel loro dominio. Restringendo le possibili
soluzioni a tale classe di funzioni, ’equazione (4.30|) diviene:

¥ 9

(82 2 >X+ 2opX =0

U+ -
27" pop

ovvero, nei punti in cui le due funzioni v e x non si annullano:

2 2
(0 + 5350)'5 = —vom

Al primo membro troviamo una funzione dipendente solo dalla variabile p, mentre al secondo
membro troviamo una funzione dipendente solo dalla variabile 6. L’uguaglianza puo dunque
essere verificata se e solo se entrambi i membri sono uguali ad una costante A (indipendente da
p,0). Per continuita ci aspettiamo che valga ovunque:

{ a0 = (4.31)

392X = _>\X .

Sicuramente, per ogni fissata costante A, le soluzioni di questo sistema risolvono ’equazione
iniziale. Studiamo pertanto le soluzioni di tale sistema. Iniziamo a considerare la seconda

equazione:
2

%X(e) + Ax(6) = 0, (4.32)

che ¢ un’equazione differenziale ordinaria lineare del secondo ordine a coefficienti costanti di
cui ben nota la soluzione generale. Dato che vogliamo, ovviamente che la soluzione soddisfi
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la condizione di monodromia x(0) = x(27), ¢ necessario che R 3 A > 0, in modo tale che le
soluzioni di (4.32)) siano funzioni periodiche. In tal caso la soluzione generale ¢ data da

x(0) = Acos(V'\8) + Bsin(vV')\9) .

Inoltre v\ deve essere un numero intero, ovvero A = n?, n € N per fornire la giusta periodi-

cita che assicuri x(0) = x(27). Il caso n = 0 corrisponde a soluzioni costanti.
Consideriamo ora la seconda equazione, che un’equazione lineare:

2L vrolv=nty (4.33)
p 8,02 pap - ) .
Una classe di soluzioni linearmente indipendenti e data da:

_J Lnp,
Dobbiamo scartare la funzione Inp per n = 0 e la funzione p~™ per n > 1 in quanto sono
singolari in 0, mentre noi stiamo cercando delle soluzioni dell’equazione di Laplace che siano
regolari in tutto il cerchio interno. Per linearita , una soluzione ovunque regolare dell’equazione
(4.30) puo avere la forma

+o00
¢(p,0) = _ p"(Ancos(nf) + By, sin(n)), (4.34)

n=0

dove A,, B, sono coefficienti reali arbitrari e n varia in qualche sottoinsieme finito (ma arbi-
trariamente grande) dell’insieme degli interi positivi o nulli. I coefficienti A,, e B,, in linea di
principio si determinano imponendo la condizione al bordo ¢(R,0) = f:

Ao =& [27 f(6)db

Ap = o OQW £(0) cos(m8)do
By = g 37 £(0) sin(m6)do

Per ottenere le identita sopra scritte abbiamo tenuto conto delle note identita (vedi la sezione
in Appendice):

27 21
/ sin(nf)df = 0, / cos(mf)dfd =0, sen=0,1,2...em=1,2,...,
0 0

2
/ sin(n#) cos(mh)dd =0, sen,m=0,1,...,
0

27 27
/ sin(n) sin(m@)df = 7o,y , / cos(nf) cos(mb)df = wéyn , pern,m=0,1,2,...,
0 0
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dopo aver moltiplicato i due membri di (4.34) rispettivamente per 1, cos(m#),sin(m@) ed inte-
grato il risultato.

E chiaro che affinché si possa sempre risolvere il problema ci aspettiamo che 'insieme di varia-
bilitadi n sia tutto N e non solo un sottoinsieme finito. Questo fatto pero pone il problema
della convergenza della serie . Ulteriormente bisogna anche dimostrare che la serie (4.34))
converge ad una soluzione del problema: questo fatto non e ovvio, mentre e ovvio, per linea-
rita quando n varia su un insieme finito.

Formalmente dunque la soluzione del problema di Dirichlet interno e data dalla serie

+oo
(p.0) = a0+ ) _(p/R)" (an cos(nd) + f, sin(nh)),

n=1

dove i numeri reali a,, 8, sono i coefficienti di Fourier della funzione reale f riferiti alle funzioni
seno e coseno sul segmento [—m, 7] ovvero, equivalentemente, [0, 27]:

“+00

f(0) =ap+ Z (aun, cos(nb) + By sin(nd)) |
n=1
con, quindi:
1 2 1 2 1 2
a0 =5 ; f(0)do, «, = =/ f(0) cos(nd)db, p, = = £(0) sin(nb)do.

Che ¢ lo stesso che dire che vale lo sviluppo di Fourier in termini di esponenziali:

ett
f= anﬁ )

nel

Oln:\/g(fn'f‘f—n)a /Bn:i\/g(fn_f—n)v n=01,2....

Dobbiamo ora dimostrare che la funzione cosicostruita e effettivamente soluzione del problema
di Dirichlet, ovvero che ¢di classe C%(Q2) N C°(Q), che & armonica in Q e che coincide con f su
0. Prima di tutto dimostriamo ’armonicita di ¢ in 2. Dobbiamo in particolare mostrare che
¢ giustificato derivare sotto il segno di serie. Di fatto, nell’ipotesi che la funzione f sia limitata,
i suoi coefficienti di Fourier «,, 3, sono limitati, sia ha cioe che

lon| < M, |Bn] < M, Vn € N.

Infatti, dalle definizioni date sopra:

27 27 27
ol < 221 R | < 22171 | Ieostuoyias, g = 221f [ Isinus) .
™ 0 0 0

s s
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da cui seguono le stime dette prima con M = sup |f|/m, tenendo conto che le funzioni sin e cos
sono limitate da 1.
Concludiamo che vale la seguente diseguaglinza per i termini della serie di Fourier di ¢:

[(p/R)" (n cos(nf) + Busin(nd))| < |o/RI"2M

Quindi nei punti interni al cerchio, cioe per |p/R| < 1, la serie di ¢ & dominatﬂ dalla serie geo-
metrica di costanti positive 2M 37722 (p/R)™ che, come ben noto, converge a 2M (1 — (p/R))~
Per il teorema della convergenza totale di Weiestrass, la serie che definisce ¢ converge assoluta-
mente ed uniformemente all’interno del cerchio.

Possiamo ripetere lo stesso ragionamento anche per dimostrare la convergenza della serie delle
derivate. Derivando k volte ogni termine della serie rispetto alla variabile 8 otteniamo:

+oo  p
Z % [a"nk cos (nf + kr/2) + B "n" sin (nf + k:7r/2)} .
n=1
Tale serie € dominata dalla serie di costanti positive 2M Z > (p/R)"n*. Questa serie non &

altro che la serie di potenze Z+°° kz? valutata per z = p/R < 1. 1l raggio di convergenza
della serie di potenze detta ¢ r dove al solito, se il limite esiste: 1/r = limn_>+oo(nk)1/ no=
limy, s 400 eknn)/n — 1 Pertanto la serie di costanti positive considerata converge. Concludiamo
che la serie delle derivate converge uniformemente ed ¢ giustificato dunque derivare sotto il
segno di serie (infinite volte) rispetto a 6 e le funzioni che si ottengono sono funzioni continue
(congiuntamente in entrambe le variabili), dato che sono limiti uniformi di funzioni continue.
Per quanto riguarda la derivazione rispetto alla variabile p vorremmo che valesse I’identita, per
k=1,2,...
oF g nl S
3 ——o(p.0 ZR (p/R) (v cos(nf) + By, sin(nh)) . (4.35)
n>k

E facile verificare che la serie a secondo membro (ottenuta passando formalmente sotto il simbolo
di somma 'operatore d¥ / d6* nella serie che definisce QS) e assolutamente convergente, in quanto
¢ dominata dalla serl di costanti positive da 2M R~ Zn>k (n (p/R) ~*. Dunque per noti
teoremi riguardanti lo scambio del simbolo di serie con quello di derlvata possiamo derivare, ad
ogni ordine k sotto il segno di serie e 'identita (4.35]) e vera e la funzione ottenuta € continua
(congiuntamente in entrambe le variabili) perche limite uniforme di funzioni continue. Per
quanto riguarda le derivate seconde miste possiamo procedere nello stesso modo e risulta che

82¢(:0a 0) 82¢ pv R Z p/R n I(Oén COS(TL9+7T/2) +5n Sln(n9+w/2))

opo0 aeap

2Ciot i termini della serie di funzioni che definisce ¢ sono, in valore assoluto ed uniformemente nella variabile
di tali funzioni, maggiorati dai corrispondenti termini della serie di costanti.

3Si tratta, a meno di una costante moltiplicativa e di un numero finito di termini, della serie di Taylor in z = 0
della derivata k-esima della funzione (1 — (p/R)x)™" valutata per x = 1. La serie di Taylor della funzione detta
ha cerchio di convergenza |(p/R)z| < 1 e z =1 cade in tale cerchio essendo p/R < 1.
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La serie a secondo membro converge uniformemente in quanto ¢ dominata dalla serie di costanti
positive convergente 2(M/R)>",~1 n*(p/R)" ! come si verifica subito verificando che il raggio
di convergenza della serie di potenze 2(M/R) S ,»; n?2"~' & r = 1. Abbiamo provato che ¢ &
almeno di classe C%(Q) e che, per costruzione, soddisfa I'equazione di Laplace in €.

Resta da verificare la continuita sul bordo di €2 della soluzione costruita in questo modo. Per
dimostrare questa proprieta dobbiamo imporre delle ipotesi aggiuntive su f. Sappiamo infatti
dalla teoria delle serie di Fourier (vedi la proposizione che se f &continua e di classe C! a
tratti su 02, allora i suoi coefficienti di Fourier «a,, 8, soddisfano la seguente diseguaglianza:

Z |, + i8] < 00,
n

e quindi, in particolare, anche:
D ], D 1Bl ) VR + 82 = |an + il < .
n n n n

La funzione ¢ €, per costruzione, il limite di una serie di funzioni continue

400
o(p,0) = ap + Z(p/R)"(ozn cos(nf) + By sin(nf)) .

n=1

Inoltre su tutto §, essendo 0 < p/R < 1 su di esso, abbiamo:

(p/R)" (evn cos(nb) + B sin(nb)) < (p/R)"(lon| + |Bnl) < lan| +[Bnl -

Dato che la serie delle costanti positive |a,| + |3,| converge, abbiamo che la serie definente ¢
converge assolutamente ad una funzione continua su tutto 2 come volevamo. In particolare sul

bordo di €: .
G(R,0) = ao + Y _ (an cos(nb) + By sin(nd)) = f(6),

n=1
dato che au,, 8y, sono i coefficienti di Fourier della funzione f e che tale serie converge ad f stessa
puntualmente come garantito dalla proposizione [6.3] nelle ipotesi fatte su f.
Abbiamo provato il seguente teorema.

Teorema 4.3.  Si consideri il problema di Dirichlet nel cerchio aperto Q C R? di raggio R e
centrato sull’origine:

{ Ap=0 ¢peC*(Q)NCN)

Ploa = f feC%0Q)e Ct a tratti, assegnata. (4.36)

Esiste (ed ¢ unica) la soluzione e si esprime come la somma della serie, che converge assoluta-
mente e uniformemente in €,

+o00 n
6(p,0) = ag+ Y (%) (atn cos(nf) + B sin(nb)) (4.37)
n=1
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dove i coefficienti v, e By, sono dati da:

Lo f(0)do, o, = 1 /%f(é’) cos(n@)dl, p, 1 ” f(0) sin(nd)do .
0

a[):i =
2m Jo m T Jo

&

Vediamo come scrivere la soluzione ottenuta con il teorema precedente facendo uso di un nucleo
di Poisson. Possiamo riorganizzare la forma della soluzione espressa come serie nel modo che
segue, tenendo conto dell’espressione esplicita dei coefficienti di Fourier della funzione f:

¢(p,0) = a0+ > _(p/R)" (o cos(nb) + By sin(nd)) =

n>1

2m 1 2m 1 2m
— /0 f(9)d9+2(,0/R)" (; ; f(0") cos(nd') cos(nf)df’ +— f(0") sin(n#) sin(n@)d@')

T
n>1 0

2m o
% o SO0k 2 o/RY Llr [ $6") (cos(nt!) cos(nf) + sin(nt) sin(n0) dell
n>1
1 2w 1 2
~or : f(0)do + Z(ﬂ/R)”; ; f(0) cos(n(0' — 0))do’

n>1

Lavorando in €, cioe per 0 < p < R, possiamo scambiare il simbolo di serie con quello di integrale,
dato che la serie converge uniformemente come € immediato dimostrare tenendo conto & dominata
dalle serie di costanti M >, (p/R)" che converge per 0 < p/R < 1, per M > sup|f|/m. In
questo modo otteniamo: -

1 [ 1 " ,
6(0.0) == [ 10) ( 5+ S0/ Ry cos(ulo 0 ) ab. (4.38)

n>1

Possiamo calcolare la somma della serie nell’integrale come segue:

% +> (p/R)"cos(n(0 — 0)) = % + % > (p/R)" (MO0 4 @ =0))

n>1 n>1

+oo +oo
1 n_in(0—0’ n_in(0'—
=2<—1+Z<p/R> O 3 (o Ry 9>>
n=0 n=0

_ 1 ( 1 1 1 )
T2\ T T TS R T (o Ry
1= (1= (/R)OD) (1= (p/R)e ) + (1= (p/ R} ) + (1 = (p/ B)e 7))

2 (1= (p/R)e"=0) (1 — (p/R)ei®"=0))
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R2 — ,02
R2 —2pRcos(0 — 0') + p?

_1 1 - (p/R)?
21 —-2(p/R)cos(§ — 0 + (p/R)?

Definiamo allora il nucleo di Poisson:

1
2

1 R2 _ p2
N, 0,R,0) =
a(p. 0, k. 6) 2R R? — 2pRcos(6 — 0') + p?’
che puo anche essere scritto come, se x € individuato dalle coordinate polari p,0 e y € 02 &
individuato dalle coordinate polari R, 6"

R? — |||

Na(z,y) = 5o — :
27 R[|z — y|? yEBN

L’espressione € ovviamente la stessa che abbiamo ottenuto precedentemente con il metodo delle
cariche immagini. Tenendo conto del fatto che I’elemento di lunghezza del bordo 992 & ds(y) =
Rdf’, la formula (4.38]) che definisce la soluzione ¢ in funzione del dato al bordo f pud allora

essere scritta come:

¢(z) = | No(z,y)f(y)ds(y) sexecQ.
15)9)
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Capitolo 5

Equazioni iperboliche: alcuni
risultati generali elementari per le

equazioni di D’Alembert e di
Klein-Gordon in R x R",

In questo capitolo ci occuperemo di alcuni fatti generali riguardanti due equazioni del secondo
ordine di tipo iperbolico: 'equazione di D’Alembert e quella di Klein-Gordon. La primas:
1 0%p
2o
con ¢ = p(t,x), (t,x) € RxR™ & ben nota dalla fisica classica e descrive nello spaziotempo RxR",
in una certa approssimazione, tutti i fenomeni di propagazione ondosa/elastica in mezzi estesi
in R™ (tipicamente n = 1,2,3). La costante ¢ ¢ la velocita di propagazione delle perturbazioni
descritte dal campo ¢, che dipende dal tipo di mezzo e di perturbazione. La seconda:

1 0%

2 ot2

dove p = m}fz con ¢ = ¢(t,x), x € R” ¢ un’equazione che nasce nella fisica moderna e descrive
(se R = R* pensato come spaziotempo della relativita speciale e ¢ ¢la velocita della luce)
I’equazione di evoluzione relativistica per campo associato a particelle quantistiche di massa
m > 0 e prive di spin e carica. Nel caso m = 0, ovviamente la forma della seconda equazione

si riduce alla forma della prima. Le due equazioni sopra scritte possono essere leggermente
modificate introducendo un termine di sorgente dato da una funzione nota p = p(t, x):

A =0 (5.1)

+ Axp — M2(p =0, (52)

1 0%p
_jw‘i‘Ax(ﬂ_P (5.3)
e 52
1 0% 2
—Cjﬁ“‘ xP — pp = (5.4)



Nota importante. Nel seguito del capitolo A indichera sempre e solo il laplaciano rispetto
alle coordinate spaziali x. Sopra abbiamo indicato tale operatore con Ay, ma d’ora in poi
ometteremo l'indice x. Nello stesso modo, il simbolo di gradiente V significhera sempre Vy e
non includera mai le derivate temporali.

5.1 L’equazione di D’Alembert come equazione della corda vi-
brante e della membrana vibrante.

L’equazione di D’Alembert descrive, in prima approssimazione, tutti i fenomeni di propagazione
odulatoria classici in mezzi estesi. A titolo di esempio, vogliamo mostrare come ’equazione di
D’Alembert descriva le onde trasversali di deformazione che si propagano lungo una corda tesa
e in una membrana tesa.

5.1.1 L’equazione per la corda oscillante per piccole deformazioni.

Consideriamo una corda orizzontale a riposo, in generale descritta da y = y(z) in un sistema di
coordinate z,y solidale con un sistema di riferimento inerziale, con y verticale. La coordinata z
puo variare in tutto ’asse reale, sulla semiretta reale oppure in un intervallo chiuso ad interno non
vuoto [a,b] e, negli ultimi due casi, sono imposte condizioni al bordo del dominio, tipicamente
Pannullamento della deformazione verticale, come nel caso delle corde degli strumenti musicali
a corda. Sia A > 0, costante (nel tempo e nel punto della corda) la densita lineare di massa
della corda lungo x e sia 7 = ||T|| il valore costante (nel tempo e nel punto della corda)
del modulo della tensione T della cordaﬂ Supponiamo che la corda, al tempo t = 0, venga
deformata in una funzione y = y(z) con |y(x)| “molto piccolo” nel senso che preciseremo nel
seguito, e che poi venga lasciata libera (sempre verificando le eventuali condizioni al bordo).
A causa dell’elasticita del mezzo, accade che la configurazione della corda varieranel tempo
e sara descritta da una funzione y = y(t,z). Vogliamo ricavare, dalle leggi della dinamica,
I’equazione a cui deve soddisfare questa funzione assumendo che il modulo della tensione 7 e
la densita A rimangano costanti e che le deformazioni trasversali siano piccole. Consideriamo
un punto zp e quindi un pezzo di corda relativo all’intervallo [xg — h,zo + h]. Su tale porzione
di corda agisce la tensione ai due estremi: T(zg + h) e T(xo — h). Entrambi i vettori saranno
uscenti dalla porzione di corda e saranno in ogni punto tangenti alla corda. Si osservi che quindi
le componenti lungo 'asse x di tali vettori hanno segno opposto. In prima approssimazione
I'accelerazione nella direzione e, della porzione di corda ¢ %, mentre la massa della porzione
di corda € 2h\. La seconda equazione della dinamica afferma allora che deve valere, in prima
approssimazione:

82
2hAaT§ = (T(z0+h) + T(zo— h)) - e , (5.5)

1Ricordiamo che la tensione T in un punto della corda viene definita, a meno del segno, come la forza che,
tagliando idealmente la corda nel punto considerato, un’estremo della corda tagliata esercita sull’altro.
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Il secondo membro si puo riscrivere come:
(T(xo + h) +T(xg — h)) - ey = T(sina(zg + h) —sina(xg — h)),

dove a(xg+h) e a(xg — h) sono gli angoli che T(xg+ h) e —T(x¢g — h) individuano rispetto a e,
e quindi, approssimando sin « con tan « tenendo conto che lavoriamo con piccoli |y| e tenendo
conto che: tana(zg + h) = %|zo+h e tana(xg — h) = %ho—m 1) puo essere riscritta come:

0 0
2Oy layen— Wl
T Ot? 2h '

In realta l’identita trovata e solo approssimata. Tuttavia, nel limite per h — 0, ci si aspetta che
diventi rigorosamente valida. In tal caso, si trova 1’equazione:

XNO%y 0%y

Tot2 T 922’
Questa & 'equazione di D’Alembert in R? per le perturbazioni ondose trasversali della corda:

1 0% 0%

Z2oe Tan =

in cui la velocita di propagazione delle perturbazioni ¢ (vedremo piu avanti il significato di tale

nome) ¢ data da:
p=
=1/~ 5.6
=V (59)

Osservazioni 5.1.  Nel caso in cui sulla corda agisca anche la forza di gravita , sulla porzione
di corda usata per ottenere I'equazione di D’Alembert agisce anche la forza verticale —A2hge,.
In questo caso, ripetendo il ragionamento fatto sopra, I’equazione finale che si ottiene & quella

di D’Alembert con sorgente:
1 0% 0% A
20 Tarz” 7Y
Si noti che —Ag ¢ la forza di gravita per unita di lunghezza agente sulla corda nella direzione
verticale. In generale, come si prova facilmente, se sulla corda agisce qualche densita lineare
di forza normale ad essa (componenti tangenti produrrebbero deformazioni longitudinali che
non consideriamo nel nostyro modello), individuata dalla funzione f = f(¢,z) nella direzione

verticale, I’equazione che si ottiene alla fine ¢ :

2ot 0z T

10% 0%  f(t=) . (5.7)

5.1.2 L’equazione per la membrana oscillante per piccole deformazioni.

Consideriamo una membrana orizzontale a riposo, descritta da z = z(z,y) in generale, rispetto
ad un sistema di coordinate z, y, z solidale con un sistema di riferimento inerziale, con z verticale.
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Le coordinate z e y variano su tutto il piano R? oppure in un certo dominio dato un insieme
Q dove Q C R? & un aperto (non necessariamente limitato) e 9 ¢ una curva sufficientemente
regolare. Nel caso di 0€2 # @, si impongono su di esso opportune condizioni al bordo, tipicamente
Pannullarsi della deformazione verticale z|gq = 0, come accade per le membrane dei tamburi.
Sia 1 > 0, costante (nel tempo e nel punto della membrana) la densita superficiale di massa della
membrana e sia 7 = ||T|| il valore costante (nel tempo e nel punto della membrana) del modulo
della tensione T della membrana assunta essere isotropaﬂ Supponiamo che la membrana, al
tempo ¢t = 0, venga deformata in una funzione z = z(z,y) con |z(x)| “molto piccolo” nel senso
che vedremo poi, e che poi venga lasciata libera (sempre soddisfacendo le eventuali condizioni
al bordo su 09). A causa dell’elasticita del mezzo, accade che la configurazione della membrana
variera nel tempo e sara descritta da una funzione z = z(¢,x,y). Vogliamo ricavare, dalle leggi
della dinamica, ’equazione a cui deve soddisfare questa funzione assumendo che il modulo della
tensione 7 e la densita p rimangano costanti e che le deformazioni trasversali siano piccole.
Consideriamo un punto pg di membrana individuato da (xg,yo) e quindi un pezzo di membrana
rettangolare, di lati 2h e 2k, centrato in pg, con proiezioni dei lati sul piano z = 0 che risultano
essere parallele agli assi z e y (il tutto approssimativamente con approssimazione tanto migliore
quanto h e k sono presi piccoli). Su tale porzione di membrana agisce la tensione sui 4 lati.
Approssimativamente, su ciascun lato possiamo pensare la tensione costante, pari al valore che
assume nel punto medio del lato: T(xg — h,yo), T(xo + h,v0), T(zo,y0 + k). T(x0,y0 — k).
Questi vettori saranno uscenti dalla porzione di membrana perpendicolarmente ai lati e saranno
in ogni punto tangenti alla membrana stessa. In prima approssimazione ’accelerazione nella
direzione e, della porzione di corda e %, mentre la massa della porzione di corda e 4hku. La
seconda equazione della dinamica afferma allora che deve valere, in prima approssimazione:

0%z
4hku@ = 2k(T (2o + h,yo) + T(x0 — h.yo)) - €. + 2h(T (20, yo + k) + T(x0,y0 — k)) -e., (5.8)

Il primo addendo secondo membro si puo riscrivere come:
2k(T(xo + h,yo) + T(xo — h, o)) - €y = 2k7(sina(xg + h,yo) — ksina(xzg — h,y)) ,

dove a(xg+ h,yo) e a(zg — h,yo) sono gli angoli che T(zg+ h,yo) e —T(z¢ — h,yo) individuano
rispetto a e; e quindi, approssimando sin « con tan « tenendo conto che lavoriamo con piccoli
|z| e tenendo conto che: tana(zo + h,y0) = %‘(zo—‘rh,yo) e tana(xg — h,yo) = %kxo—hm e
procedendo nello stesso modo per le due tensioni valutate sui lati paralleli all’asse y, la
puo essere riscritta come:
2 0z _ 0z 0z _ 0z
w0z . 8x|($0+h790) Gy‘(mO*h,yo) i ay’(l“o,yoJrk) 8x|(107y0*k)
TOo2 2h 2k ‘

2Ricordiamo che la tensione T in un punto p della membrana attraversato dalla curva « viene definita, a meno
del segno, come densita lineare di forza che, tagliando idealmente la membrana lungo 7 & esercitata nel punto p
dall’altro lembo della membrana. L’ipotesi di mezzo isotropo, per quanto riguarda la tensione, corrisponde alla
richiesta che la tensione in p abbia modulo indipendente dalla scelta della curva + che passa per p e sia sempre
perpedicolare ad essa.

124



In realtal'identita trovata esolo approssimata. Tuttavia, nel limite per (h,k) — (0,0) ci si
aspetta che diventi rigorosamente valida. In tal caso, si trova 1’equazione:

pwo?z 0%z 0%z

o =4
TOt2  0x2  0Oy?
Questa ¢ ’equazione di D’Alembert in R3 per le perturbazioni ondose trasversali della membrana:

1 0%z

—ﬁw + A(Iyy)z =0 y

in cui la velocita di propagazione delle perturbazioni c € data da:

-
v=4/—. (5.9)
I
Osservazioni 5.2.

(1) Si noti che, a differenza del caso della corda, ora le dimensioni di T sono pari ad una forza
diviso una lunghezza e quelle di p sono pari ad una massa diviso una superficie, per cui v definita
sopra ha correttamente le dimensioni di una velocita.
(2) Nel caso in cui sulla membrana agisca anche la forza di gravita , sulla porzione di corda usata
per ottenere I’equazione di D’Alembert agisce anche la forza verticale —Adhkge,. In questo caso,
ripetendo il ragionamento fatto sopra, ’equazione finale che si ottiene & quella di D’Alembert
con sorgente: )
1 0%z

_1)72@ + AZ = gg .
Si osservi che —pug e la forza di gravita per unita di superficie che agisce sulla membrana in
direzione verticale. In generale, si vede facilmente che, se sulla membrana agisce qualche den-
sita superficiale di forza normale alla superficie individuata dalla funzione f = f(¢,x) nella
direzione verticale, ’equazione che si ottiene alla fine & :

1 0%z f(t,x)

5.1.3 *L’equazione per la vibrazione di un tamburo ideale di topologia arbi-
traria.

In questa sezione useremo alcuni concetti elementari di geometria differenziale riemanniana ed
analisi globale, tuttavia I’argomento e le nozioni matematiche che saranno richieste sono larga-
mente al di fuori delle competenze usuali di uno studente del secondo anno di matematica. Di
conseguenza il contenuto di questa sezione € completamente indipendente dalla parte rimanente
delle dispense che si occupa degli argomenti standard.

Consideriamo un tamburo descritto da una varieta differenziabile M bidimensionale di classe
C™, connessa, compatta, orientabile, embedded nello spazio tridimensionale R?. Indicheremo
con ¢ la metrica riemanniana indotta su M dalla metrica standard di R3. Possiamo pensare ad
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una superficie sferica, una superficie torica o una superficie bidimensionale di genere arbitrario.
Assumiamo che questa superficie sia costituita da un materiale elastico che, rispetto ad una
certa configurazione di riposo fissata, possa deformarsi leggermente nella direzione normale alla
superficie stessa.

Se p € M rappresenta un punto in situazione non deformata e px la posizione dello stesso punto
dopo la deformazione avvenuta al tempo ¢, u(t, p)n, indica il vettore posizione di p*, valutato a
partire da p, dove n,, ¢ il versore normale uscente da M in p. In generale, se A C M, allora Ax
indica I'insieme dei punti ¢ individuati da u(q)n, con ¢ € A.

Assumeremo al solito che il materiale sia omogeneo ed isotropo con una densita superficiale di
massa i ed una tensione 7 entrambe costanti. L’ipotesi di omogeneita ed isotropia € in realtd
estremamente poco fisica, perché appare fiscamente improbabile per configurazioni di riposo dif-
ferenti da quella di una superficie sferica ed in assenza di forze esterne.

Consideriamo ora una piccola regione C attorno a p € M individuata, in coordinate polari geo-
detich(ﬂ r,0 centrate in p, dal cerchio di raggio 79 > 0. Su ogni punto g+ di dCx* agisce una
densita lineare di forza 7m, diretta perpendicolarmente a OC* e tangente a C'x in g*. Appros-
simativamente la componete totale nella direzione n, di tutte le forze che agiscono sui punti
gx € 0C* se ¢ ha coordinate (rg, ) eé:

™
T:/ 7 sin a(6)rodb
—T
dove «a(f) & langolo tra la densita di forza e la normale a 9C nel punto ¢ in cui & applicata
(abbiamo tenuto in particolare conto del fatto che n; — n, quando 79 — 0). Per piccole
deformazioni:
U
sina >~ tana >~ —
or
Quindi approssimativamente e tanto piu correttamente quanto rqg & piccolo:

T:Tj[ O VM9 . tde
ac Or aC

dove V(M:9) & la derivata covariante rispetto alla connessione di Levi-Civita della metrica g
indotta da quella euclidea su M, t ¢ il versore in T, M normale a 0C C M e d¢ ¢ la misura
naturale della lunghezza d’arco in M (che coincide con quella valutata in R?® per costruzione).
Applicando il teorema della divergenza rispetto alla metrica g, concludiamo che

T~ T/ AM9)y, gy (M-9)
C

dove AM9) & Poperatore di Laplace-Beltrami associato alla metrica gsu M e vM.9) 1a misura
di Borel su M associata a g.

3Se z,y indica un sistema di coordinate locali riemanniane con origine p e definite in un intorno di p, allora
x=rcosfey=rsinf dove § € (—m,m) e r € (0, R) per qualche R > 0 sufficientemente piccolo.
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L’equazione del moto in R? per la porzione C di tessuto, nella direzione normale a p &, tanto
pill precisamente quanto ry ¢ piccolo:

2
i ( / dy<M,g)> (Lg o~ / AM9)y, g/ (M)
c ot c

p 0%u 1 / (M.g),, 1 (Mg)
oY AM9),, 4y (M)
T Ot2 fC dv(M.9) | war

Prendendo il limite per rg — 0 troviamo ’equazione di D’Alembert per piccole deformazioni
normali a M descritte dalla funzione v = u(t, p):

Di conseguenza:

1 0%u
_ = + AM9)y = 5.11
v2 Ot2 (5.11)
dove v ¢ ancora data dalla (5.9). La differenza, importante, rispetto al caso della membrana
piatta e che ora I’equazione di D’Alembert e scritta “sopra” una varieta differenziabile rieman-
niana e 'operatore di Laplace(-Beltrami) ¢ quello riferito alla metrica di cui la varieta ¢ dotata.
Nel caso sia presente una forzante esterna, ’equazione ottenuta prende, al solito una sorgente:

f(t,p)

2
1 9u(t,p) + Ay (f ) = ~LBP (5.12)

02 o2
dove f e la componente normale a M di una densita superficiale di forza agente su M che ha

direzione normale in ogni punto (componenti tangenti provocherebbero deformazioni longitudi-
nali che non trattiamo nel modello considerato).

Osservazione importante. L’equazione ammette soluzioni palesemente non fisiche,
come quella del tipo u(t,p) = Uy con Uy # 0 costante. Anche soluzioni che si ottengono
da questa aggiungendo (dato che l’equazione ¢ lineare) soluzioni apparentemente piu fisiche
sono similmente inaccettabili, perché ci si aspetta che il sistema deformato leggermente tenda
a tornare nella sua configurazione iniziale indeformata, dato che & questo il meccanismo fisico
che, nella pratica, assicura che le deformazioni rimangano piccole. In generale se ¢ : M — R
& una funzione armonica su M, cioé soddisfa A9 ¢ = 0 (e le funzioni costanti sono un caso
particolare di questo), allora:

u(t,p) == ¢(p) per ognip € M e ogni t € R,

soddisfa , ma non ha evidentemente senso fisico per gli stessi motivi esposti sopra. Per
dare un significato fisicamente sensato alle soluzioni dell’equazione una scelta possibile e
quella di restringersi a lavorare nell’ortogonale (rispetto al prodotto scalare di L2(M, dv(M:9)))
al sottospazio delle funzioni armoniche, dove -9 & la misura di Borel associata alla metrica
g di M.
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5.2 Condizioni iniziali ed al contorno.

I problemi tipici che si incontrano lavorando con equazioni iperboliche come ((5.3) e (5.4) sono
generalmente del seguente tipo.

Si cerca ¢ € C2((a, B) x D) che soddisfi (5.3) oppure (5.4) in (a, ) x D per qualche p €
C%(a, B) x D) assegnata, dove:

(a) (@,5) 20

(b) D C R™ & un aperto, non vuoto, (non necessariamente connesso) con D compatto e 9D
regolare orientabile.

Il fatto di lavorare in D con D compatto si dice problema interno. Si pud anche considerare il
caso del problema esterno in cui si lavora in (a, 8) x (R™\ D).

Riferendosi al solo problema interno, vengono quindi assegnate condizioni iniziali e condizioni
al bordo sulla funzione .
Le condizioni iniziali corrispondono alla coppia di richieste:
) _ _ _
©(0,x) = po(x) , 8;5 =¢1(x), Vx€D,con g€ C?*D) ey €CHD) assegnate. (5.13)
(0,%)

Le condizioni al bordo, riferite all’insieme S := («, 8) x OD con vettore normale uscente n,
possono essere di tre tipi distinti:

(i) (condizioni di Dirichlet) ¢|s= 1 con 1 € C?(S) funzione assegnata tale che (0,x) =
Po(x);

(ii) (condizioni di Neumann) n - Ve [¢= 1 con ¢ € C*(S) funzione assegnata tale che
¥(0,x) =n-Veols (x);

(iii) (condizioni di Robin) ap g +bn - Ve [s= 1 con a,b € R costanti assegnate tali che
ab # 0 e ¢ € C(S) funzione assegnata tale che 1(0,x) = apgls +bn - Vo ls.

Osservazioni 5.3.

(1) Le condizioni dette si possono notevolmente indebolire per esempio assumendo pit debolmente
che ¢ € C%((0,8) x D) N C*(]0,8) x D) (e che soddisfi in tale insieme oppure (5.4) per

qualche p € CY((0, 8) x D)), con g € CH(D) e p1 € C°D), e yp € C*(S) in (ii) e C°(S) in (i)

e (iii). In questo caso bisogna assumere piu precise ipotesi di regolarita sul dominio D al fine di

avere teoremi di esistenza ed unicita .

(2) Si possono considerare casi in cui D non ¢ limitato e sono assegnate condizioni iniziali. In

questo caso le condizioni al contorno, che sono importanti per i teoremi di esistenza ed uni-

cita sono, in generale, rimpiazzate da condizioni sull’andamento all’infinito spaziale (cioé per
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|x| = 400 a t fissato) per il campo ¢ incognito. Nel caso in cui D =R e («, 8) = R, per I'equa-
zione di D’Alembert non ¢ necessario fissare alcun dato al contorno, come vedremo piu avanti,
per avere un teorema di esistenza ed unicita .

(3) Esaminando il significato delle condizioni al contorno nel caso di una corda orizzontale, di
lunghezza fissata, vibrante trasversalmente (dove quindi p(t,x) = y(t, z)) si traggono le seguenti
conclusioni. Nel caso di condizioni al contorno di tipo (i) la funzione 1 (che in tal caso misura
la deformazione trasversale della corda) definita sul bordo S si riduce ad una coppia di funzioni
u = u(t) e v = v(t), definite sui due estremi della corda, che stabiliscono come oscilla la corda
al suoi estremi al variare del tempo. Le condizioni al contorno di tipo (ii), per la corda vibrante
corrispondono a fissare I'andamento temporale della componente verticale della forza che agisce
sulla corda agli estremi. Infatti, se 7 ¢ il modulo costante della tensione della corda e si lavora

in regime di piccole deformazioni trasversali come abbiamo fatto nella sezione allora Tg—i
valutata agli estremi, non ¢ altro che la componente trasversale (cioe¢ verticale se la corda & tesa
in orizzontale lungo l'asse x) della tensione che agisce sulla corda. Piu precisamente, T% valu-
tata all’estremo destro e la componente verticale della forza che agisce su tale estremo applicata
dall’esterno, mentre Tg—ﬁ valutata all’estremo sinistro €, con il segno cambiato, la componente
verticale della forza che agisce su tale estremo applicata dall’esterno.

Le condizioni al contorno di tipo (iii) corrispondono a fissare una relazione (che dipende dal
tempo) tra ciascuna forza che agisce ad ogni estremo e la deformazione della corda nello stesso
estremo.

5.3 Bilancio energetico e teoremi di unicita.

5.3.1 Densita di energia ed equazione di continuita.

Consideriamo una funzione ¢ di classe C?(£2) dove 2 C R x R™ & un aperto sul quale la funzione
soddisfa l'equazione di Klein-Gordon (5.4) e quindi in particolare 1’equazione di D’Alembert
(5.3) nel caso p = 0. Definiamo su 2 la funzione E € C1(€Q):

2
c% (ng(att,x)> + Vo(t,x) - Ve(t,x) + u2<p(t,x)2 . (5.14)

1

E(t,x) := 3 [

Chiameremo la funzione E densita di energia di ¢. Questa funzione e di fondamentale impor-
tanza in matematica oltre che in fisica in quanto consente di provare dei teoremi di unicita per
le soluzioni delle equazioni considerate.

Osservazioni 5.4.

(1) In realta E descrive effettivamente la densita di energia associata al campo ¢ nel caso in cui
esso sia il campo quantistico di Klein-Gordon. Negli altri casi, la grandezza E non ha sempre
il significato di densita di energia anche se lo ha in certi casi importanti, per esempio quando ¢
descrive le deformazioni longitudinali di una sbarra elastica e ’equazione considerata e quella di
D’Alembert piuttosto che quella di Klein-Gordon. In tal caso E & davvero la densita di energia
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elastica del mezzo continuo.

(2) Si osservi che E(t,x) > 0 ovunque ¢ definita e questo fatto sara di cruciale importanza tra
poco.

(3) Nel caso in cui si lavori con funzioni a valori complessi, la densita di energia viene ridefinita
come:

L 1 1 650(25,X) 8S0(7f7x) T 1 <) 2
B(t,%) = [2 PN LGN - Vieltx) + i Xetx)| . (5.15)
Proposizione 5.1. Si consideri una funzione ¢ di classe C%(2) dove Q C R x R™ ¢un

aperto sul quale la funzione soddisfa l’equazione di Klein-Gordon e quindi in particolare
lequazione di D’Alembert nel caso = 0. La densita di energia E di ¢ soddisfa:

%E(t,x) =V (?;tpVgo> é;f (t,x), ¥(t,x)e. (5.16)

In particolare, nel caso in cuin =1, la si riduce a:

0 9 (8(,0 8g0) dy
(%E( x) = 52 \ 9t I 5t —p(t,x), V(t,x)€N. (5.17)

&

Dimostrazione. Per computo diretto, dalla definizione di E:

0 do 1 0% Ve 5 Oy
—F=—"———F+Vop- —.
oi” " arEor TV e T ¥
Dato che, dall’equazione di Klein-Gordon con sorgente:
1 0%p
2 Ao — o —
2 02 pP—HY—p,

sostituendo nell’espressione trovata sopra per la derivata temporale di E, abbiamo:
0 0
E (P

o2 dp
Il A 2
5 at( o —pro—p)+Vp-V

8t+“ ot

dove abbiamo anche scambiato 1'ordine di due derivate essendo la funzione ¢ di classe C2. Il
risultato ottenuto si puo riscrivere:

0 _&p dp Oy
8tE 8tA Ve Vat_at

e cioe :



Il caso n = 1 si dimostra nello stesso modo. O

Osservazioni 5.5.
(1) La proposizione precedente ¢ valida anche per funzioni a valori complessi che soddisfano
I’equazione di Klein-Gordon e si dimostra nello stesso modo, partendo dalla ((5.15) invece che

dalla (5.14)). In tal caso la ((5.16) deve essere modificata in:

0 @Vgo + WV(,O) - % (&'0 (t,x) + asop(t,x)) , V(t,x)eQ. (5.18)

1
g DX =5V (at ot o’ ot

(2) In riferimento al teorema precedente (e quanto segue si estende facilmente al caso di funzioni
a valori complessi), in assenza della sorgente p, ’equazione

0 =9 (57)
ﬁE(t,x) =V 9t Vo

puo essere riscritta in termini di un’equazione di continuita:

%E(t,x)—i—V'JE =0,

dove J := —%‘tpVgo. Vediamo il significato fisico di tale equazione. Fissiamo un insieme [¢1, t2] X
V C Q, dove V C R™ ¢un aperto non vuoto a chiusura compatta il cui bordo € una superficie
regolare orientabile e ¢; < t3. Un tale insieme esiste nell’intorno di ogni punto di €2, dato che
questo ¢ aperto e che i cilindri aperti (¢1,%2) X V sono una base della topologia di R x R",
prendendo, per esempio, gli insiemi V' come palle aperte di R"™. Consideriamo il caso in cui non
¢t sia la sorgente p. Se integriamo ’equazione sul volume V otteniamo:

; (%rve)
E ny = (2 "y
/V@t (t,x) d"x /VV atV(p d"z

La derivata parziale nel tempo puo essere portata fuori dall’integrale, dato che 9 F e continua e
quindi ¢ limitata sul compatto [t1,%2] X V' e V ha misura finita (pari a quella di V) In questo
modo, ’equazione trovata puo essere riscritta:

a "y — % )
dt/vE(t,x)d x—%rav(atho ndS(z).

Questa e, a tutti gli effetti, un’equazione di conservazione (o bilancio) della grandezza che si
ottiene integrando F su un volume. L’identita trovata dice che la variazione per unita di tempo
dell’energia totale presente nel volume V & pari al flusso di energia entrante che passa attraverso
la superficie che circonda V stesso. In questo senso Jp = —%—fch si intepreta come la densita di
corrente di energia o altrimenti detta il campo di flusso di energia.

“Infatti, dato che E & continua e quindi limitata su V per ogni fissato t, & sicuramente (assolutamente)
integrabile secondo Lebesgue su tale insieme per ogni valore del parametro ¢, inoltre %E una funzione continua
congiuntamente nelle due variabili ed ¢ dunque limitata, uniformemente in ¢, da qualche costante M > 0 sul
compatto [t1,t2] X V. Dato che la funzione costante V > x ~ M (pensata come funzione della sola x) &non
negativa ed integrabile su V', avendo quest’ultimo misura finita, siamo nelle ipotesi di poter calcolare la derivata
dit— fv %E(t,x) d™x, per ogni t € (t1,t2) passando la derivata in ¢ sotto il segno di integrale (vedi la sezione

in Appendice).
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5.3.2 Teoremi di unicita.

Possiamo ora eneunciare e provare un teorema di unicita per ’equazione di Klein-Gordon con
sorgente ([5.4]) che include, come caso particolare 1’equazione di D’Alembert con sorgente (|5.3)).

Teorema 5.1.  Sia (a, 3) 20 e D C R™ un aperto, non vuoto, con D compatto e D regolare
orientabile. Si consideri il problema di determinare ¢ € C*((a, 8) x D) che soddisfi I’equazione
differenziale di Klein-Gordon con sorgente:

1 0%p

LT L Aw— o = 7

2 012 tAp—pe=p
(incluso il caso di D’Alembert = 0) dove la costante pn > 0 e la funzione p € C°((a, 3) x D)
sono assegnate. Supponendo ulteriormente che siano state imposte condizioni iniziali:

0 — — _
©(0,x) = @o(x), a—f =p1(x), Vx €D, con g€ C*D) e € CHD) assegnate,
(0,%)

e condizioni al contorno di tipo (i) oppure (ii) oppure (iii), con la funzione ¥ assegnata come in
. Infine, se si assegnano condizioni al contorno di tipo (iii), le costanti a e b sono supposte
soddisfare ab > 0 (e non solo ab # 0).
Se esiste una soluzione questa € unica.

Dimostrazione. Dimostreremo I'unicita della soluzione in [0, ) x D, la dimostrazione in (a, 0] x
D ¢ del tutto analoga. Siano ¢ e o due soluzioni dello stesso problema di sopra. La funzione
¢ = p1 — @2 € C?((a, B) x D) risolve allora ’equazione senza sorgente

1 0%

— 2 P4 Ad—pPp=0
con condizioni iniziali: 5
p0.x) =0, 2/ =0, wxeD,
at (O,X)

e condizioni al contorno rispettivamente:(i) ¢ [g= 0, oppure (ii) n - V¢ [s= 0, oppure (iii)
apls +bn - Vols= 0 con ab > 0, dove S := («, 5) x OD.
Ragionando esattamente come in (2) di osservazioni arriviamo a concludere che:

jt/DE(t’X) d"z = iaD (gqub) ‘ndS(z).

Si osservi che il secondo membro ¢ una funzione continua di ¢ come si prova subito dal teore-
ma della convergenza dominata notando che 0D ha misura finita e che la funzione integranda
e congiuntamente continua in tutte le variabili (vedi la sezione in Appendice). Concludiamo
che, per ogni T € [0, B):

/DE(T, x)d"x = /OT dt %yaD (%V@S) -ndS(x). (5.19)
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Il caso T € (v, 0] & analogo e apparirebbe un segno — davanti al secondo membro di sopra e la
dimostrazione procederebbe nello stesso modo. (Nel caso n = 1 la formula di sopra si scrive

/DE(T,X) d:z:/o <aafgi 9¢ 09 >dt. (5.20)

ot 0z |,

dove a e b sono gli estremi dell’intervallo D = (a,b).) Nel dedurre 'identita abbiamo
tenuto conto del fatto che, nelle nostre ipotesi £ per il campo ¢ si annulla a ¢ = 0 e quindi
Jp E(0,x) d*z = 0. Nel caso di condizioni al contorno di tipo (i) e (ii) il secondo membro di
(5.19)) e evidentemente nullo. Nel caso di condizioni al contorno di tipo (iii) si ottiene lo stesso
risultato con un po’ piudi fatica, come proveremo alla fine. Concludiamo che, nelle nostre
ipotesi, con condizioni al contorno di tipo (i) e (i) e se T € [0, ), vale [, E(T,x)d"z =0 e
quindi la funzione E > 0 deve essere quasi ovunque nulla. Essendo continua deve essere ovunque
nulla. In definiva abbiamo ottenuto che, per ogni (¢,x) € [0, 3) x D:

Bl = g | (2520) 4 w30 Wt + st x| =0,

Dato che si tratta di una somma di addendi non negativi ogni addendo deve essere nullo se-
paratamente. Se g > 0 concludiamo che ¢ = 0 ovunque e quindi ¢; = @3 su [0,8) x D. Lo
stesso risultato si ottiene se y = 0 osservando che, in virtt di quanto ottenuto sopra, le derivate
temporali di ¢ devono annullarsi. Concludiamo (applicando il teorema di Lagrange) che per
ogni fissato x € D, ¢(t,x) = ¢(0,x) per ogni t € [0,3). Ma ¢(0,x) = 0 nelle nostre ipotesi. In
definitiva @1 = @9 vale su [0, 3) x D e quindi il teorema di unicita & provato.

Per concludere la dimostrazione proviamo che il primo membro di e nullo anche per con-
dizioni al bordo di tipo (iii). Dato che V¢ -n = —7¢, il secondo membro puo ancora essere
scritto,

T a0 a (T 0> a (T d
— dtj{ dS(z) = —— dth{ dS(z) = —— dt% 2dS(z) .
[ g, saeasw=—g [ af Grasw=—g [ agf oase

Dove abbiamo usato note conseguenze del teorema della convergenza dominata (vedi la sezione
in Appendice). In definitiva, dato che ¢?(0,x) = 0 su D, se T € [0, ),

/ETX Ny =2 dti ¢ dS(z) = — —

= 2(T, x) dS(z) .
5% @ Lon 5% +ach( ,x) dS(7)

Si osservi che se ab > 0 significa che a e b hanno lo stesso segno e pertanto:
a 2

—— ¢“(T,x)dS(x) <0

2b Jyop

D’altra parte, dato che E > 0 abbiamo anche che [, E(T,x) d"» > 0. Di conseguenza
I'identita ottenuta:

/ETX = ¢*(T,x) dS(x),

2b +oD
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implica che: [, E(t,x)d"z =0se t € [0,5) e, in [0, ) x D come voluto. O

Osservazioni 5.6.

(1) II teorema di unicita provato ¢ valido, e si dimostra nello stesso modo, per il caso di funzioni
a valori complessi, usando la forma della densita di energia.

(2) Con una procedura di limite ed eseguendo in ordine diverso alcune delle integrazioni fatte
nella dimostrazione di sopra, il risultato presentato nel teorema si puo estendere al caso in cui
si richiede pitt debolmente ¢ € C2((0,8) x D) N CY([0,8) x D), con ¢o € CY(D) e @1 € CO(D),
e € C1(9) in (ii) e CY(S) in (i) e (iii). In questa situazione perd & necessario assumere che
il volume D sia piuregolare e che sia ottenibile (in un preciso senso che non chiariremo qui)
come limite di una successione di domini D; C --- C D,, C Dy+1 C --- C D in modo tale che
Vol(0D,,) < Vol(0D).

(3) Lavorando su tutto lo spazio R", si puo dimostrare, e noi lo faremo per I’equazione di D’A-
lembert sulla retta reale, che se al tempo ¢t = 0 i dati iniziali sono a supporto compatto, allora la
soluzione ¢ = ¢(t, x), dell’equazione di Klein-Gordon/D’Alembert senza sorgente su («a, 5) x R",
ha supporto compatto quando ristretta ad ogni insieme [¢/, 8] x R™, con [¢/, 8] C («, 8). Que-
sto risultato non & per nulla ovvio, per esempio non vale per equazioni paraboliche oppure per
I’equazione di Schrodinger. In base a tale risultato il seguente teorema di unicita non risulta
essere inutile.

Teorema 5.2.  Sia (a,3) > 0 Si consideri il problema di determinare p € C?((a, 3) x R™)
che soddisfi I’equazione differenziale di Klein-Gordon:

1 0%p

2., —
_Cﬁw‘i‘ASO_M =0,

(incluso il caso di D’Alembert u = 0) dove la costante p > 0 ¢é assegnata. Supponendo ulterior-
mente che siano state imposte condiziont iniziali:
dp

0(0,%x) = @o(x) , It (0: )gol(x) , Vx €R", con ¢y € C2(R") e @1 € CH(R™) assegnate.

Se esiste una soluzione ¢ tale che ha supporto compatto quando ristretta ad ogni insieme
[/, 8] x R™, con [, '] C («, B), tale soluzione é unica. <

Dimostrazione. Siano @1 e o due soluzioni del problema. Consideriamo ¢ := @1 — @9 €
C?((a, B) x R™). Questa & ancora una soluzione del problema, con dati iniziali nulli ed ha
supporto compatto quando ristretta ad ogni insieme [0/, 8] x R", con [/, 8] C (a, 8). Fissato
[/, B8] C (a, ), dato che il supporto di ¢ ristretta a tale insieme & compatto e quindi limitato,
consideriamo una palla chiusa di raggio finito e centrata nell’origine, B C R" in modo tale
che [¢/, '] x B includa il supporto di ¢. Consideriamo poi una seconda palla aperta di raggio
finito e centrata nell’origine, D C R che includa la palla chiusa B. Per costruzione, per ogni
T € [/, /], la funzione R™ 5 x +— ¢(T,x) si annulla nella corona sferica aperta D \ B. Di
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conseguenza, si annulla con tutte le sue derivate (spaziali e temporali) su dD. Lavorando come
nella dimostrazione del teorema precedente abbiamo che, per ogni T € [o/, f']:

/DE(T,X) d"z = /ont?{raD (?;quﬁ) -ndS(x)=0,

dato che su [0,7] x 0D la funzione ¢ e le sue derivate sono nulle. Ragionando come nel caso
del teorema precedente si ha ¢(T,x) = 0 per ogni T € (a, 3) e x € D, ma qundi anche fuori da
D dato che fuori da tale insieme ¢ si annulla per ipotesi. Di conseguenza: 1(t,x) = @a2(t,X)
ovunque su («, 5) x R™. O

Osservazioni 5.7. E interessante notare che, nelle ipotesi del teorema, scegliendo cioe D
abbastanza grande in modo tale che D non intersechi mai il supporto di ¢(t,x) per ¢t € (¢, '),
abbiamo che & := [, E(t,x) d"z = [p, E(t,x) d"z. In questo modo abbiamo una nozione di
energia totale associata al campo ¢ e tale energia e conservata nel tempo essendo, come e provato

nel teorema % = 0. Il valore di € dipende ovviamente dalla soluzione ¢ considerata.

5.4 Esistenza delle soluzioni

Il problema dell’esistenza delle soluzioni dell’equazione di Klein-Gordon e D’Alembert & molto
piu difficile del problema dell’unicita delle soluzioni e lo affronteremo in casi particolari nei
capitoli successivi. Nel caso dell’equazione di D’Alembert su R x R"

1 9%p

“aap TAPE0

possiamo gia esibire delle soluzioni che, su R x R sono anche le uniche soluzioni come vedremo
nel prossimo capitolo. Se f € C2(R";C) e n & un vettore di norma 1 in R” allora

ot (t,x) := f(x £ ctn) (5.21)
risolvono I'equazione di D’Alembert. Infatti:

8SO:I: (ta X) _ :tlk 6SO:I: (ta X)

Oxk c ot
e quindi
Ppr(t,x) _ (n*)? 0%pi(t,x)
a(zk)2 2 ot?
e quindi
_ 1P
T2

Nel caso di n > 1 le soluzioni del tipo detto non esauriscono l'insieme delle soluzioni.
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Capitolo 6

Equazione di D’Alembert e di
Klein-Gordon in R xR e R X |a, b|.

In questo capitolo studieremo il problema dell’equazione di D’Alembert sul dominio spaziale
dato da tutto R in assenza di condizioni al contorno. Successivamente discuteremo alcuni sem-
plici risultati per 'equazione di D’Alembert e Klein-Gordon con un dominio spaziale dato da un
segmento con 'aggiunta di condizioni al contorno, facendo uso di elementari teoremi della teoria
della serie di Fourier. Nel caso dell’equazione di D’Alembert, estenderemo qualche risultato al
caso di oscillazioni di membrane. Dopo avere mostrato come 1’equazione di D’Alembert descriva
anche le onde sonore nei gas in approssimazione adiabatica, useremo i risultati ottenuti per
I'equazione di D’Alembert per descrivere, in modo piuttosto idealizzato e generale, il funziona-
mento di alcuni strumenti musicali a corde e cassa armonica facendo anche un breve escursus
nella teoria matematica della musica.

6.1 Equazione di D’Alembert sulla retta reale senza condizioni
al contorno.

Consideriamo 'equazione di D’Alembert in R? e quindi con z che varia su tutta la retta reale.

Benché si tratti di un caso molto particolare, € possibile in questo caso, scrivere esplicitamente la

soluzione dell’equazione di D’Alembert. Inoltre molte delle proprieta di queste soluzioni hanno
validita molto generale anche in dimensione maggiore ed in varieta ambiente (spazitempo) curve.
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6.1.1 Assenza di sorgenti, formula di D’Alembert, domini di dipendenza.

Per prima cosa ci occupiamo del problema con soli dati iniziali ed in assenza di sorgenti (non ci
sono dati al bordo in questo caso):

1 62@ 0290 2 2
_ Yy Y¥ _ R

028t2+6m2 0, @eCi(RY),
0(0,2) = ¢po(z) VreR, (6.1)
Dy

E(O,l‘)zgf)l(ﬂf) \V/QTER,

dove ¢y € C*(R) e ¢1 € C*(R) sono funzioni assegnate. Dimostreremo un teorema di esistenza

ed unicita per il problema (6.1]), dando esplicitamente 1’espressione della soluzione in funzione

dei dati iniziali. Successivamente, in un’osservazione, mostreremo anche che il problema e ben

posto nel senso di Hadamard.

Per risolvere I'equazione differenziale di D’Alembert:
1 0% 0%

- r 2
c2 ot2  Oz? 0, (6:2)

facciamo il cambiamento di coordinate v := (x —ct)/2 e w = (x+ct)/2 che si inverte in z = v+w
et = (w—v)/ce pertanto definisce una funzione biettiva C°° da R? in R? con inversa C*°. Con

questa scelta risulta:
0 o 10 0 o0 190

dw 0z cdt’ v Bz cot
e quindi si ha, per ogni funzione ¢ € C?(R?):

99 oy ston) (222241 i (422 e
v ow T\ W) = Gr T cot)\ox  cot) T\ T 2o " o2) P\

Concludiamo che: ¢ € C?(R?) risolve (6.2) se e solo se la funzione C?(R?), definita come
(v, w) = @(t(v,w), x(v,w)), risolve

9%
509w~ ° (6.3)

Abbiamo allora il seguenti due lemmi.

Lemma 6.1.  Sia Q € R? un aperto connesso per segmenti paralleli all’asse x (cioé, per ogni
coppia di punti in Q il segmento parallelo all’asse x che li congiunge é tutto incluso in Q). Se
¢ : Q1 = R ¢ ovunque derivabile nella variabile z e soddisfa % = 0 ovunque su ), allora, su

tutto Q, ¢(x,y) = F(y) per qualche funzione F della sola variabile y. <
Dimostrazione. Si considerino due punti (z,y), (z/,y) € Q, con y fissato arbitrariamente. Il

teorema di Lagrange per la funzione s — ¢(s,y) puo essere applicato sul segmento chiuso pa-
rallelo all’asse x che connette (z,y) e (2/,y), dato che tale segmento & tutti incluso nel dominio
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della funzione ¢ e che la funzione s — ¢(s,y) e derivabile su tale segmento per ipotesi. Si ot-
tiene allora ¢(z,y) — ¢(2',y) = (v — $l>%ﬁ’(§,y) = 0, cioe ¢(z,y) = ¢(2’,y). Indichiamo allora
con F(y) il valore comune che ¢ assume sui punti in  appartenenti alla retta parallela all’as-
se x e tracciata alla generica quota y. Per costruzione, vale ¢(z,y) = F(y) per ogni (z,y) € Q. O

Osservazioni 6.1. Il risultato ¢ meno banale di quello che si potrebbe credere a prima vista,
ed eper questo che lo abbiamo dimostrato esplicitamente. Infatti, se €2 non € connesso per
segmenti paralleli all’asse x, la condizione % = 0 ovunque su 2 mon assicura che si possa
scrivere ¢(x,y) = F(y) per qualche funzione F' della sola variabile y! Si consideri infatti I’aperto
Q=R2\{(z,5) €R? |2 =0, y>0}esudiessola funzione ¢ = ¢(x,y) definita come segue.

(i) 6z, y) = 0 se y < 0,

(ii) ¢(x,y) =0sex >0ey >0,

(iii) ¢(x,y) = h(y) sey > 0 e x < 0, dove h & una qualsiasi (ma fissata) funzione C* ([0, +-00))
che vale 0 per y € [0,1/3] e 1 per y € [2/3,4+0).
La funzione ¢ costruita in questo modo ¢in C1(f) e soddisfa % = 0 ovunque su {2, ma non
¢ possibile scrivere ¢(x,y) = F(y) per qualche funzione F' della sola variabile y: se cio fosse
possibile avremmo 1 = ¢(—1,1) = F(1) = ¢(1,1) = 0.

Lemma 6.2. La funzione ¢ € C?(R?) risolve l’equazione se e solo se ¢ della forma
o(t,z) = f(x —ct) + g(x +ct), per ogni (t,z) € R?, (6.4)
dove f,g € C%(R). &

Dimostrazione. Per quanto detto prima dell’enunciato del lemma definita la funzione
in C?(R?) data da ¥(v,w) := @(t(v,w),r(v,w)), &sufficiente dimostrare che le soluzioni di
sono tutte e sole della forma (v, w) = k(v) + h(w) dove k,h € C?(R) e quindi definire
f(z—ct) :=k((x—ct)/2) e g(x+ct) := h((z+ct)/2). Dimostriamo quanto detto. Se 1 € C?(R?)
soddisfa la , poniamo G (v, w) := g—i. Valendo % =0, per (v, w) € R? che & sicuramente
connesso per segmenti paralleli all’asse v, per il lemma concludiamo che % = F(w) per una
certa funzione F. Tale funzione deve essere C'!, e quindi integrabile, dato che 1 € C%(R?). Dato
che R? ¢ anche connesso per segmenti paralleli all’asse w, possiamo allora scrivere, per v, wy
fissati: w g w
—q’b(v,w')dw' :/ F(w')dw'.

wo ow wo

Da cui:
w

wuwzwww@+/<mwww,

wo
che possiamo riscrivere:

Y(v,w) = k(v) + h(w)
dove k(v) := ¥ (v, wp) e h(w) := f;f; F(w')dw'. Le funzioni k e h risultano essere funzioni C?(R)

per costruzione. Viceversa, se ¥ (v,w) = k(v) + h(w) per ogni (u,v) € R? con k,h € C%(R),
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allora 1) € C?(IR?) e risolve (6.3)), come si verifica immediatamente. O

Dato che ora abbiamo la classe completa delle soluzioni dell’equazione (6.2]), non ci resta che
verificare se esistano, in tale classe, delle soluzioni che soddisfino anche le condizioni inziali del
problema (6.1]). Arriviamo in tal modo al seguente teorema di esistenza ed unicita di D’Alembert.

Teorema 6.1.  FEsiste ed ¢ unica la soluzione ¢ del problema per ogni scelta delle con-
dizioni iniziali 9 € C*(R) e ¢1 € CH(R). Tale soluzione si esprime tramite la formula di
D’Alembert:

x+ct

p(t.2) = 3lonle — ) + ool el + 5 [ du(©de. (65

2c —ct

%

Dimostrazione. Sappiamo dal lemma che, se esiste, la soluzione deve avere forma (¢, x) =
f(x—ct)+g(z+ct), dove f,g € C*(R). Vogliamo determinare f e g in funzione delle condizioni
iniziali. Per ¢t = 0 deve allora risultare ¢o(x) = f(z) + g(x) e quindi ¢4(z) = f'(x) + ¢ ().
Dato che vale anche ¢1(z) = —cf'(z) + cg'(z), ricaviamo subito: f'(z) = 2 (c¢j(z) — ¢1(z)) e
g (z) = i(cd)f)(x) +¢1(x)). Possiamo integrare queste espressioni ottenendo, se a, b sono costanti
reali,

@) =+ gon(a) = 5o [ an(€d . 9() = b+ gon(o)+ 5 [ an(ercs.

Di conseguenza, se esiste una soluzione al problema ¢ nella classe di funzioni, parametrizzata
dalle costanti A € R:

1 1 r—ct 1 1 z+ct
plt) = A+ gon(e—ct) = oo [ GO+ Jonta e+ 5 [ e
€Jo €Jo
Si osservi ogni funzione di tale classe & C? per costruzione e soddisfa necessariamente per
ogni scelta di A € R, dato che & proprio della forma richiesta nel lemma[6.2} La prima condizione
iniziale ¢ soddisfatta solo se A = 0, valendo ¢(0,x) = A+ ¢o(x), e la seconda condizione iniziale
¢ sempre soddisfatta, valendo: %—f(O, x) = ¢1(z). In definitiva 'unica soluzione al problema
¢ la funzione della classe di sopra con A = 0. Possiamo riscrivere la soluzione come:

1 1 0 1 1 r+ct
o(t.a) = gone—et)+ 5 [ oode+ gotara) g [ m@as.

e quindi: t
T+
o(t,x) = % [po(x — ct) + ¢o(x + ct)] + 210/_ t ¢1(€) dE .
O

Osservazioni 6.2.
(1) La forma generale della soluzione dell’equazione di D’Alembert ha comunque una struttura
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della forma:
o(t,x) = f(z —ct) + g(x + ct) .

Il primo addendo a secondo membro rappresenta un profilo d’onda che procede da sinistra verso
destra traslando senza deformarsi, alla velocita ¢ (infatti, in un intervallo di tempo At, il profilo
trasla di un intervallo di spazio Ax = cAt). Questo tipo di onda ¢ detta onda progressiva.
Il secondo addendo a secondo membro rappresenta un profilo d’onda che procede da destra
verso sinistra traslando senza deformarsi, alla velocita c¢. Questo tipo di onda ¢ detta onda re-
gressiva. In questo senso la costante ¢ che appare nell’equazione di D’Alembert rappresenta
la velocita di propagazione delle perturbazioni soluzioni dell’equazione. In dimensione spaziale
maggiore di 1, la situazione ¢ analoga, ma si assiste anche ad una deformazione del profilo della
perturbazione; in ogni caso si riesce a provare che la costante ¢ ha ancora lo stesso significato
fisico, dopo avere introdotto la nozione di velocita di fase, della quale qui non ci occuperemo.
(2) Consideriamo il problema e la sua soluzione espressa dalla formula di D’alembert ([6.5).
Se (a,b) C R & limitato, si definisce in R? il dominio di dipendenza futuro D, (a,b) come
I'insieme chiuso dato dal triangolo di base [a,b] sull’asse t = 0 e vertice nel semipiano ¢ > 0
individuato dall’intersezione delle due rette che partono da a e b rispettivamente ed hanno incli-
nazione 1/c e —1/c rispettivamente. Tale vertice ha coordinate x4 = (a+b)/2 ety = (b—a)/(2¢).
Si definisce analogamente il dominio di dipendenza passato D_(a,b) come I'insieme chiuso
dato dal triangolo di base [a, b] sull’asse t = 0 e vertice nel semipiano ¢ < 0 individuato dall’in-
tersezione delle due rette che partono da a e b rispettivamente ed hanno inclinazione —1/c e 1/¢
rispettivamente. Tale vertice ha coordinate x_ = (a+b)/2et_ = —(b—a)/(2¢). Il dominio di
dipendenza D(a,b) &, per definizione 'unione di D4 (a,b) e D_(a,b). Si osservi che le rette di
inclinazione +1/¢, che individuano il bordo di D(a,b), sono rette caratteristiche per 'equazione
di D’Alembert.

Se si considera un punto (tg, z9) € D+ (a,b), la formula di D’alembert per un campo ¢ valutato in
(to, o), mostra che il valore ¢(tg, zo) dipende solo dal valore di ¢g e ¢; in [a, b]. Piu precisamente,
i valori rilevanti di ¢¢ e ¢1 sono quelli che cadono nel sottointervallo [xg — cto, xg + cto] C [a, b].
Tale sottointervallo si ottiene intersecando con I’asse t = 0 le due rette caratteristiche emanate,
verso il passato, da (tp,zp). Un discorso analogo si puo fare per i punti in D_(a,b).

La formula di D’Alembert implica quindi che, all’interno di D(a, b), la funzione ¢ sia completa-
mente determinata dalle due condizioni iniziali ristrette ad [a, b], nel senso che, se alteriamo tali
condizioni iniziali fuori da [a, b], la soluzione ¢ non risulta essere alterata dentro D(a,b).
L’esistenza di domini di dipendenza con le proprieta dette € comune alla teoria di tutte le equa-
zioni differenziali a derivate parziali del secondo ordine di tipo iperbolico su varieta differenziabili
Lorentziane, cioé su spazitempo (generalmente curvi), quando la forma quadratica dell’equazio-
ne e data dalla stessa metrica dello spaziotempo. Si tratta di uno dei punti di partenza per
sviluppare la teoria della causalita in teoria dei campi in ambiente relativistico generale.

(3) La formula di D’Alembert implica che il problema iperbolico sia ben posto nel senso
di Hadamard. Sappiamo gia che la soluzione esiste ed e unica, dobbiamo quindi studiare la di-
pendenza continua dai dati iniziali. L’ambiente naturale in cui studiare questo problema ¢ un
dominio di dipendenza. Consideriamo due set di condizioni iniziali ¢g, ¢1 € ¢g, ¢1, indichiamo con
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¢ e @ le corrispondenti soluzioni dell’equazione di D’Alembert, fissiamo un intervallo [a,b] C R e
Passociato dominio di dipendenza D(a,b). Dalla formula di D’Alembert segue immediatamente
che, se (t,x) € D(a,b)

~ ~ . z+ct
ot 2)— p(0.2)| < = sup |90(€)—do(E)] 4 sup [60(€)—do(©)|+ = sup |o1(6)—di(€)] [ de.
2 ¢cla bl 2 ¢clab) 2¢€ ¢clab) o—ct

L’ultimo integrale, tenuto conto del fattore (2¢)~!, vale ¢ e quindi & maggiorato da Tlq,p pari
all’altezza del triangolo D4 (a,b). In definitiva abbiamo trovato che, se || - ||o 4 indica la norma
dell’estremo superiore calcolata restringendo il dominio delle funzioni all’insieme A,

HSO - @Hoo D(a,b) < H¢0 - ¢0Hoo [a,b] + T[a,b}”¢1 - ¢1Hoo la,b] - (6'6)
Se deriviamo entrambi 1 membri della formula di D’Alembert nella variabile ¢ otteniamo che
c 1
Oup(t,2) = & [~gh(w — ct) + gh(w + ct)] + S(61( + ) + 61 (2 — ct))

In conseguenza di quanto trovato abbiamo che:

99 09
(‘)t 8t oo D(a,b)

In modo analogo abbiamo anche che:

‘&p op

< cl|¢h — Dplloo ) + 1161 = D1loo 0] -

- 1 -
5 O <60 = ¢0lloo a5 + o1 = d1lloo fa -

oo D(a,b)

Valgono, e si ottengono con la stessa procedura, delle disuguaglianze per le derivate seconde:

Py  0%¢p ~ 1 ~
927~ 92| |oo pias) < 1190 = Polloo fap) + 1101 = Ailloo fas] -
0%p  9%*p 9 ~ ~
' 7 0 || pran < c*ll¢6 — dolloo ) + clldt = Alloo (ap) »
8290 8295 "o on / Py
_ < _ _ )
‘ otox NOx o0 D(a.b) = CH¢0 ¢0Hoo [a,b] + ||¢1 ¢1Hoo [a,b]

Queste relazioni mostrano come, prendendo condizioni iniziali vicine fino ad un certo ordine
di differenziabilita , si ottengono soluzioni vicine fino all’ordine di differenziabilita considerato.
Questo ¢ proprio il senso della dipendenza continua dai dati iniziali proposta da Hadamard. Que-
sta proprieta si generalizza a equazioni differenziali di tipo iperbolico in dimensione ed ambienti
molto piu generali. Lavorando con soluzioni particolari della forma la cosa e particolar-
mente evidente.

(4) La formula di D’Alembert definisce una funzione ¢ su R? anche se le due funzioni ¢q e
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¢1 non sono C? in qualche punto isolato di R attorno al quale ¢; sia comunque integrabile.
Perché esista ¢ definita dal secondo membro della formula di D’Alembert ¢ , a rigore, sufficiente
che ¢; sia integrabile. Si vede facilmente che se x( € uno dei punti isolati di singolarita di ¢g o ¢1,
il secondo membro della formula di D’Alembert & una funzione ovunque C? che soddisfa I’equa-
zione di D’alembert e le condizioni iniziali, eccetto che sulle rette caratteristiche che escono dal
punto (0, () (e sulle rette analoghe che escono dagli altri punti isolati di singolarita ). In questo
senso le singolarita delle condizioni iniziali si propagano lungo le curve caratteristiche. Questo
fatto e piuttosto generale e vale per equazioni differenziali di tipo iperbolico in dimensione ed
ambienti molto pil generali.

L’osservazione (3) di sopra ha un’importante conseguenza precedentemente preannunciata.
Dato [a,b] C R, pensato come retta a ¢ = 0 in R x R, definiamo lo sviluppo causale di [a, b],
indicato con J(a,b) C R, come l'insieme (chiuso) dei punti di R x R che possono essere raggiunti
da una retta di pendenza in valore assoluto > 1/c¢ emanata da [a, b] (quindi per esempio la retta
x = xg € [a,b] costante, per ¢t € R.

J(a,b) risulta essere 'unione dei due coni infiniti, uno di vertice con coordinate x4y = (a + b)/2
(cioe il punto medio di (a,b)) e t1 = (b —a)/(2¢c), emanato verso il passato, e l'altro di vertice
di coordinate x_ =z, e t_ = —t; emanato verso il futuro. Si osservi ancora che R?\ J(a,b) &
Punione di tutti i domini di dipendenza D(c,d) con ¢ > b oppure d < a.

Teorema 6.2.  Se nel problema le condizioni iniziali sono scelte a supporto compatto:
po € C3(R) e ¢1 € CL(R), e [a,b] D supp(¢o) U supp(¢1), allora la soluzione ¢ del problema &
nulla fuori da J(a,b). Di conseguenza, per ogni fissato |« 5] con [a, 5] 2 0:

(a) il supporto della soluzione ¢ ristretta a o, B] X R é compatto;

(b) per ogni fissato t € |« 5], il supporto di R > x> @(t,x) é compatto in R. O

Dimostrazione. Dalla , scegliendo @ come la funzione ovunque nulla (che quindi risolve
il problema con dati iniziali ovunque nulli), troviamo:

1élloo D@ty < 1P0lloo far,p] + Tiar o)1 611 o [ar 7 -

Fissiamo ora un qualsiasi punto (o, zo) fuori da J(a,b) con tg > 0. Per definizione di J(a,b),
se a’ =g — ctg e b/ =z + cto, allora [a/,'] non interseca mai [a,b]. Dato che [a,b] contiene i
supporti di ¢g e ¢1, tali funzioni sono nulle in [d/, b]. Concludiamo che

0 < [|¢lloo D(ar,p) < ll9P0lloo (o707 + Trar ol @1 100 ) =0+ 0 =0

e quindi, in particolare, dato che (tg,zo) € D(a’, V'), p(to,xo) = 0. Fissiamo infine il compatto
[, B] C R con [a, 8] 5 0. Tenendo conto della forma di J(a,b) che ¢ dato dall’unione di due
coni come precisato sopra, segue subito che il supporto di ¢ ristretta alla regione chiusa tra le
due rette t = o e t = 3, € contenuto nell’unione dei due trapezi chiusi di base minore in comune
data da [a, b] e basi maggiori individuate dalla porzione delle rette t = « e t = 8 che cadono in
J(a,b). Tale insieme & evidentemente limitato, pertanto il supporto di ¢ ristretta alla regione
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chiusa tra le due rette t = a e t = 3, che € un insieme chiuso per definizione, & anch’esso com-
patto. Il supporto di R 5 x — ¢(t,x), con t € [a, (], & un chiuso sottoinsieme di un compatto
ed e pertanto anch’esso compatto. O

Osservazioni 6.3. Come gia osservato precedentemente, ma ora possiamo essere piu chiari,
le due proprieta (a) e (b) sono valide anche in R x R™ per le soluzioni dell’equazione di Klein-
Gordon e d’Alembert quando i dati iniziali hanno supporto compatto (e tale fatto vale in maniera
molto generale per soluzioni di equazioni iperboliche su uno spaziotempo curvo con la proprieta
della “globale iperbolicita”). Nel caso generale pero, la dimostrazione di (a) e (b) & molto piu
complicata.

6.1.2 Equazione di D’Alembert su tutta la retta con sorgente.

Consideriamo ora il problema con sorgente, data dalla funzione f:

10% 0% 2 (2
—Cﬁw'f’@_f(tax)’ SDEC(R)’

0(0.) = dolx) Vo R, 67
%:(o,x):qbl(x) vz eR,

dove ¢p € C*(R) e ¢1 € CL(R), f € CY(R?) sono funzioni assegnate.
Abbiamo un primo risultato, abbastanza semplice, che riguarda 'unicita della soluzione.

Teorema 6.3. Se esiste una soluzione al problema con fissati dati ¢po € C*(R) e
¢ € CL(R), f € C°(R?), allora ¢ unica. <

Dimostrazione. Se ¢; e o risolvono il problema con gli stessi dati ¢g € C%(R) e
#1 € CL(R), f € C°(R?) allora ¢ := 1 — 3 risolve il problema con condizioni iniziali nul-
le. In base al teorema deve essere ¢(t,z) = 0 ovunque, dato che la soluzione ovunque nulla
risolve il problema posto ed &l'unica a farlo. Pertanto 1 (t,x) = @a(t,x) per ogni (t,z) € R2.
O

Passiamo a dimostrare un teorema di esistenza nel caso in cui f € C*(R?). Possiamo decomporre
la funzione ¢ in due parti ¢ = ¢ + @, in cui ¢ soddisfa il problema omogeneo

102 02

_?anJraT:g:O’ ¢ € C*(R?),
#(0,x) = ¢o(r) VreR, (6.8)
9 (0,2) = g1 () VR,

ot
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mentre ® soddisfa il problema con sorgente, ma con dati iniziali nulli
1 0%  O?®
—— 5+ 55 =ftz), ®eC*(R?,
®(0,z) =0 VzreR, (6.9)
0P
Dovrebbe essere ovvio che ¢ = ¢+ P soddisfa ([6.7]) se le due funzioni hanno le proprieta richieste.
La funzione ¢ esiste sicuramente in base al teorema Mostriamo ora che esiste anche una
funzione ® che risolve ed in particolare ¢ di classe C?(R?). Una funzione ® che soddisfa le
richieste dette, come andiamo a dimostrare, ha la forma:

tx::—/Qh/%{tT@fT@ (6.10)

Si osservi che l'integrale puo essere riscritto (anche se ¢ < 0) come 'integrale doppio di Riemann

(o Lebesgue)
c

O(t,x) := —2/14(75@) f(r,&) drdé€ ,

e il dominio d’integrazione A(t,x) nel piano (7,&) € un compatto essendo dato dal triangolo di
base [x — ct,x + ct] sull’asse 7 = 0 e vertice (¢,z), e quindi la funzione continua f &dunque
integrabile su tale dominio. Si noti che quindi A(t,z) = Dy(x — ct,z + ct) se t > 0, oppure
A(t,x) =D_(x —ct,x +ct) se t <0.

Nel seguito applicheremo ricorrentemente il seguente risultato la cui prova elementare, basata
sul teorema della media integrale, sul teorema della media differenziale (teorema di Lagrange)
e sul teorema della convergenza dominata, ¢ lasciata per esercizio.

Proposizione. Se F' € C%((a,b) x (a,b)) ed esiste % per (t,x) € (a,b) X (a,b) e definisce
una funzione C°((a,b) x (a,b)), allora:

t t
F

4 F(t,x)d:E:F(t,t)+/ OF(t,2)

dt J,,

dx ,
v Ot

per ogni coppia di numeri to,t € (a,b) con ty < t.

Per verificare che ® soddisfi I’equazione di D’Alembert dobbiamo calcolarne le derivate fino al
secondo ordine. Applicando la proposizione abbiamo subito che:

ztc(t—7 c z+c(t—t) t z4c(t—T)
- (— [ar [ déffﬁ) 3| dereos [ ( GG 5))

e quindi

C2 t
—0,0(ta) = 0+ 5 /O dr [f(r,x +c(t — 7)) + f(r,2 — c(t — 7))] - (6.11)
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Passando alla derivata seconda, ed usando esplicitamente il fatto che f € C'(R?),

—0—228t2<l>(t, ) = at/o dr [f (2 + c(t — 7)) + f(r,2 — et —7))]

= [f(t,:v+c(t—t))—i—f(t,x—c(t—t))]+c/0 dr [0z f(Tyx +c(t — 7)) — O f(T,2 —c(t — 7))] .

Abbiamo ottenuto:
t
— %8?@(@ x) = f(t,x) + = / dr [0z f(Tyx +ce(t — 7)) — O f(T, 2 —c(t — 7))] . (6.12)
c 2 Jo

Similmente:

z+c(t—7) C
0,0 (t.z) = —0,° /d/ def (7, €) = /dﬂf(m+c<t—r>>—fm—c(t—ﬂ)],

e(t—)
e quindi:
D2P(t,x) = —g /Ot dr [0z f(T,x+c(t — 7)) — O f(T, 2 —c(t — T))] . (6.13)
Sommando membro a membro e otteniamo:
10°®  9°®
202 02 =/

Da e (6.11) abbiamo immediatamente che ® soddisfa anche le condizioni iniziali nulle
del problema (6.9) come volevamo. Rimane da provare che la funzione ® sia C?(R?). Le
derivate seconde in x e t sono state calcolate sopra, le derivate miste si calcolano analogamente
e forniscono:

2 [t
0:0,P(t, x) = 0,0, P(t,z) = 5 /0 dr [Opf(Tyx +c(t — 7)) + O f (1,2 — c(t — 7))] .

Tenendo conto, nella (6.12)), la funzione f che appare sommata all’integrale nel secondo membro
& continua, 'unica cosa che rimane da provare e che la funzione

RS (t,2) /O dr [0uf(r, 2z + c(t — 7)) + Ouf (72 — ot —7))] | (6.14)

che appare nell’espressione esplicita di tutte le derivate seconde di @, sia una funzione continua
se f € C1(R?). Definiamo la funzione continua:

g(r,2,t) == Opf(r,x +c(t — 7)) + Ouf(T,0 —c(t — 7)) per (1,t,7) € R3.

Mostriamo che .
R? > (t,z) —~ / drg(r,t,x),
0
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¢ continua nel punto generico (¢, ) € R? che d’ora in poi si pensera fissato. Fissiamo a tal fine un
cubo aperto B C R? centrato nell’origine, di lato L > 0 finito. Lavoreremo in un analogo cubo
C C R? aperto centrato in (¢, z) di lato §' > 0 abbastanza piccolo in modo tale che (7,t,2") € B
se 7 € (—L,L) e (t,2') € C. Definiamo infine il numero M := sup{|g(7’,¢',2')| | (+',t',2") €
B} < +o0. IV ultlma condizione ¢ soddisfatta perché g & continua sul compatto B. Possiamo

scrivere, se (t',2') € C:
¢ t
| argtrit i~ [ drgtriaa)| <
0 0

¢/ t t t
/ dTg(T,t',:L")—/ drg(r,t',2")| + / dTg(T,t',az')—/ drg(r,t,x)
0 0 0 0

< |t — t|M + |t|sup{|g(r, ¥, a") — g(r.t,2)| |7 € [-L,L]} . (6.15)

Dato che g € continua sul compatto B essa ¢ anche uniformemente continua su tale compatto.
Di conseguenza, per ogni € > 0, possiamo scegliere § > 0 (con § < ¢’) in modo che, se [t —t'| <,
|x — 2’| < d e |r— 7| <0 insieme, allora |t| |g(7/,t',2") — g(7,t,2)| < €/2. In particolare, se
[t —t'| <delx—a'| <9, allora:

[t sup{|g(r,t', ") — g(.t,2)| |7 € [-L,L]} < ¢/2
e quindi Rimpicciolendo ancora § > 0 se necessario, in modo tale che M¢§ < ¢/2, dalla (6.15)

segue che:
t t
/ dTg(T,t',a:’)—/ drg(r,t,x)
0 0

Riassumendo, abbiamo dimostrato che per ogni € > 0 esiste un § > 0 tale che, se |t — /| < d e
|z — /| < 4, allora vale e quindi la funzione in € continua come richiesto e quindi
P € C?*(R?).

Mettendo tutto insieme € stato provato il seguente risultato.

<e. (6.16)

Teorema 6.4.  Si consideri il problema dove ¢po € C*(R) e ¢1 € CH(R), f € CH(R?)
sono funzioni assegnate. Esiste ed e unica la soluzione ¢ di tale problema e si esprime come:

T+ct T+c(t—T)
@(t,:p):;[gbo(x—ct)—i-qbo(x—i-ct)]—F;C/ d{—/dv‘/ o def(r,€) .

—ct

a

Osservazioni 6.4.

(1) In realtd la dimostrazione funziona con l'ipotesi pitt debole che f € C°(R?) ed esiste 9, f ed
¢ data da una funzione continua su R2.

(2) La formula (6.10), come gia osservato puo essere scritta come

C

o(ta)i= 5 [ fir@arae.
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dove A(t,z) € un dominio compatto dato da Dy (x —ct,z+ct) se t > 0, oppure D_(z —ct, x +ct)
se t < 0. Possiamo riscrivere la formula che determina ® come

B(t.) = [ Glt.alr.€)f(r.) drde.
R
dove G(t,z|7,&), a parte la costante moltiplicativa —§, non ¢ altro che la funzione caratte-
ristica, nel piano (7,€), di Di(x — ct,x + ct) a seconda del segno di ¢. Tale funzione (in
realta e pilt propriamente pensabile come una funzione generalizzata o distribuzione) si chia-

ma funzione di Green (con condizioni di annullamento sulla superficie ¢t = 0) dell’operatore
di D’Alembert su R?:

1
U:= _6*23152—*—33.

Le funzioni di Green per le equazioni iperboliche possono essere definite (con vari dati iniziali)
anche in dimensione maggiore ed in ambienti piu generali. Esse giocano un ruolo importante
negli sviluppi della teoria specie nelle teorie relativistiche (come dimostrato da Riesz, Hadamard
e Leray, Hormander).

(3) La scelta dell’estremo d’integrazione inferiore pari a 0 nella variabile ¢ in ¢ abbastanza
arbitraria: avremmo potuto scegliere un qualsiasi altro valore finito se non avessimo richiesto
le condizioni iniziali nulle a ¢ = 0. La finitezza principalmente serve ad avere un dominio
d’integrazione limitato nelle due variabili. Se sappiamo pero a priori che il supporto di f e
compatto (e f & C1), possiamo lasciare la liberta a tale estremo di essere —oo ottenendo la
formula:

x4c(t—T)
b (t,) ——/ dT/ def(r,8). (6.17)
z—c(t—T)
In realta, per ogni fissato (¢, x), il dominio di integrazione & sempre limitato, dato che il supporto
di f e limitato essendo compatto. Con la stessa dimostrazione di sopra si verifica subito che @
soddisfa I’equazione di D’Alembert con sorgente f. Le condizioni iniziali nulle a t = 0 non sono
pero verificate. Viceversa la funzione ®, sopra definita soddisfa la seguente caratterizzazione:
se Jt(supp(f)) & l'unione di tutti i coni FE;O z0) (triangoli di altezza infinita) con vertice in
(to,xz0) € supp(f), definiti per t > ¢y con lati di pendenza +1/c:
2
F?;m%) ={(t,x) e R* |t > tg,c|t —to| > |z — zo|}
®, & nulla fuori da J* (supp(f)).
Possiamo anche scrivere:

B (t3) = [ Grlt.alr ) f(r.€) dri.

dove GR(t,z|T,£) non ¢ altro che la funzione caratteristica del cono infinito nelle variabili (7,&)
che ha vertice in (¢, ) e sta nel “passato” di tale vertice:

-

ta) = 1(1:€) ERY |7 <t,clt—t| > — x|}
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moltiplicata per il fattore —c¢/2. Tale funzione di Green ¢ detta funzione di Green ritardata.
In modo del tutto analogo, sempre se f ha supporto compatto (e f & C!), possiamo cosiderare
la soluzione dell’equazione di D’Alembert:

= / dr / e dgf 7€) (6.18)

Come prima, per ogni fissato (t,z), il dominio di integrazione ¢ sempre limitato, dato che il
supporto di f e limitato essendo compatto. Con la stessa dimostrazione di prima si verifica
subito che ®_ soddisfa I’equazione di D’Alembert con sorgente f. Le condizioni iniziali nulle a
t = 0 non sono di nuovo verificate. Viceversa la funzione ®_ sopra definita soddisfa la seguente
caratterizzazione: se J~ (supp(f)) € I'unione di tutti i coni con vertice in ogni (to, zo) € supp(f)
e definiti per t < tq:
- 2

N {(t,z) e R* |t < tg,c|t —to] > |z — x0|}
®_ & nulla fuori da J* (supp(f)).
Possiamo anche scrivere:

b (t.3) = [ Galt.alr.O)f(r.€) drit.

dove G4(t, z|T,£) non ¢ altro che la funzione caratteristica del cono infinito nelle variabili (7, &)
che ha vertice in (¢, x) e sta nel “futuro” di tale vertice::

F+

(tx) "= {(r, ) eR?* |7 >t,c|r —t| > |6 — 2|}

moltiplicata per il fattore ¢/2. Tale funzione di Green ¢ detta funzione di Green avanzata.

6.2 Dalla separazione delle variabili alla serie di Fourier.

Consideriamo ora il problema di dover risolvere ’equazione di D’Alembert senza sorgente per la
funzione ¢ = ¢(t, z) quando il dominio spaziale & un intervallo [-L/2,L/2] CRet € (o, ) 20,
nella situazione in cui, oltre a condizioni iniziali a ¢ = 0, sono imposte condizioni al contorno di
periodicita :

0 0 0? 0?
ot ~L/2) = p(t,L/2), Zo(t,~L/2) = 22(t,L/2), S o(t,~L/2)=2(t,L/2) Vi€ (a,p)
ox ox ox ox
(6.19)
La terza condizione segue dalla prima e dall’equazione differenziale stessa. Dato che I’equazione
e:
1% P
2otz 0x2’
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possiamo tentare di risolverla, con la procedura detta di separazione delle variabili, assumendo
una forma particolare delle soluzioni del tipo

p(t, ) = f(t)g(x) .

Inserendo nell’equazione di sopra si arriva subito all’identita , che vale quando le funzioni f e g
non si annullano,

1 &) _ 1 &Pg()
Af(t) o2 g(x) 022

Dato che i due membri dell’identita ottenuta sono funzione di due variabili diverse, i due membri

devono essere funzioni costanti separatamente. Otteniamo in tal modo le due equazioni, per

qualche costante FF € R:

29(x
= 2Ef(t), ddgx(Q):Eg(x).

d f(t)
dt?

La seconda equazione fornisce la classe di soluzioni

g5(z) == CL(B)eVE* + C_(E)e VE . (6.20)

Tuttavia dobbiamo ancora imporre le condizioni di periodicitasu o(t,z) = f(t)g(x) che, nel
caso in esame implicano le richiesta che la funzione gg soddisfi
dgr dgg
—L/2) =gr(L/2 ——(=L/2)=—==(L/2).
9p(~L/2) = gp(L/2) o “E(-1/2)= "0 (1))
Se E > 0 in (6.20)), le due condizioni scritte sopra non sono mai soddisfatte (nel caso generico
di costanti CL(E) # 0). Nel caso in cui £ < 0, gli esponenti diventano complessi:

+ivV/—-Ex, z¢c|[-L/2,L/2],

e pertanto le funzioni gg sono periodiche. Affinché risultino essere periodiche, con tutte le
derivate, sul segmento di lunghezza L (non importa quali siano i suoi estremi, cio vale per
[~L/2,L/2] come per [0, L] o altro), &necessario e sufficiente che /—EL/(27) sia un numero
naturale. Quindi deve essere E = —(27n/L)? con n € N arbitrario. In questo modo si trova
subito che, etichettando le funzioni gg con I'indice n € N invece che FE, esse possono solo essere
del tipo:

go(z) :=Co, gn(x):= C'Jr(n)ei%T% +C_ (n)e_i%Tnm .

Per tenere conto dei due segni degli esponenti € conveniente usare un unico esponenziale e fare
variare n in Z invece che in N. Abbiamo allora che le funzioni g, ammissibili, hanno tutte la
forma:

90(z) :=Cy, gn(x):=Cne' L%, neZ\{0}. (6.21)

L’equazione per la funzione fg, che ora indicheremo con f,, € ora:

d2f, n\ 2
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che ha come risultato la classe di soluzioni dove D,,, D), € C

folt) :=Dht + Do, fu(t) == Dype"T* + DL e~ T" . e 7\ {0}. (6.22)
In particolare ognuna delle funzioni, con Ay, Aj), Aq(li) e C:

wo(t) = Aot + Al on(t,x)s = AB T % et e 70\ {0} (6.23)

ed ogni loro possibile combinazione lineare finita sara una possibile soluzione del’equazione di
D’alembert in R x [—L/2, L/2] con condizioni al contorno periodiche sul segmento [—L/2, L/2].
Anche se queste soluzioni sono complesse, possiamo sempre ridurci al caso reale prendendo
delle combinazioni lineari di esse con coefficienti opportuni, ricordando che € + e~ = 2cos 6
e —i(e’? — e7®) = 2sinf. Dato che stiamo lavorando con un’equazione differenziale lineare
omogenea, combinazioni lineari di soluzioni saranno ancora soluzioni. Quest’ultima osservazione
potrebbe essere utile anche per cercare di soddisfare le condizioni iniziali, cioe la forma che ¢ e la
sua derivata temporale devono assumere all’istante t = 0. Tuttavia, e intuitivo pensare che se le
condizioni iniziali sono assegnate in termini di funzioni arbitrarie, non sara possibile trovare una
combinazione linare finita di soluzioni della forma, che soddisfi anche tali condizioni iniziali.
Si puo pensare che cio sia invece possibile considerando anche combinazioni linari infinite. Questa
idea ¢ quella che ha condotto Fourier ad inventare la teoria della serie omonimaﬂ come vedremo
nella Sezione L’idea fondamentale & quella di sviluppare le funzioni periodiche f definite
su un intervallo [—L/2,L/2] C R (ma Papproccio si generalizza su varieta toroidali compatte
k-dimensionali) con una serie di funzioni i cui termini siano funzioni esponenziali eI con
opportuni coefficienti complessi e con n € Z:

f(x) = Z Cnel%Tnx

ne”Z

Nel caso della nostra funzione ¢ soluzione periodica dell’equazione di D’Alembert, ci si aspetta
che essa abbia una forma, che assicura automaticamente la periodicita in x di ¢:

p(t,z) = Cu(t)e e . (6.24)

nel

La dipendenza temporale di ¢ (e quindi il fatto che ¢ soddisfi ’equazione di D’Alembert) si
scarica tutta nei coefficienti complessi C),(t). Ci aspettiamo, da quanto visto sopra, che la forma
di tali coefficienti sia proprio una combinazione lineare finita di funzioni di ¢ del tipo di quelle in
. Le infinite costanti arbitrarie che appaiono in tutte queste combinazioni lineari dovranno
anche essere fissate in modo tale da soddisfare le condizioni iniziali. Dopo aver enunciato alcuni
risultati ben noti della teoria delle serie di Fourier, torneremo all’equazione di D’Alembert e di
Klein-Gordon per vedere come si conclude il discorso cominciato sopra sulle soluzioni periodiche
dell’equazione di Klein-Gordon e D’Alembert.

Lavorando perd con un’equazione differente — ma con analoghe caratteristiche per quanto riguarda
I'applicazione della teoria della serie di Fourier — I’equazione del calore, che vedremo piu avanti.
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6.3 Alcuni risultati elementari sulla serie di Fourier.

Richiamiamo qui alcuni semplici risultati della teoria della serie di Fourier dal punto di vista della
teoria degli spazi di Hilbert (vedi per es. [Mol8]). Tutti questi argomenti saranno approfonditi
in corsi avanzati di analisi.

Supponiamo che una funzione f : [—L/2, L/2] — C si possa sviluppare in serie di Fourier, per il
momento lavorando del tutto formalmente senza farci domande sul tipo di convergenza:

n

=> fn . (6.25)

ne”L

Abbiamo introdotto il fattore 1/ V'L per pura convenienza. Vogliamo determinare la forma dei

—i 2tm .
coefficienti f, € C. Moltiplicando membro a membro per £ ﬁ abbiamo:

127”” Z z%—":p Z%me
f(@) fo (6.26)
nez \/> \/>
Tenendo infine conto delle relazioni di ortogonalita (vedi la sezione [C|in Appendice):
— / eI T gy — Onm (6.27)
LJ_ 1,

ed integrando i due membri di (6.26]), ammettendo di poter scambiare il simbolo di integrale con
quello di somma in (6.26]) (questo ¢ sicuramente possibile se f & una combinazione lineare finita
di esponenziali oppure se la serie converge uniformemente), giungiamo alla conclusione che:

L/2 e 127”” L/2 ei%T"J: 227”"
f@) | Fubm = for.
/_L/z Z “12 VL 7%
Cambiando nome all’indice m:
L/2 6—122"33
o = f()dz . (6.28)

—1)2 VL

I numeri complessi f,, con n € Z, individuati da (6.28)) quando esistono, sono detti coefficienti
di Fourier della funzione f. Ora che abbiamo un candidato per i coefficienti di Fourier f,,
ci si puo chiedere in quale senso la serie (6.25]) converga.

6.3.1 La serie di Fourier nello spazio di Hilbert L?([—L/2, L/2],dx).

La teoria della serie di Fourier, a livello piu astratto, viene sviluppata nell’insieme di funzioni
f:[—L/2,L/2] — C misurabili che siano a quadrato sommabile, cio¢ soddisfino:

/ () [2dz < +o0, (6.29)
L/2,0/2
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rispetto alla misura dx di Lebesgue. L’insieme di funzioni determinato in tal modo si indica
con Z%([-L/2,L/2],dz). E importante osservare che questo insieme di funzioni include tutte le
funzioni misurabili limitate, a causa del fatto che la misura di Lebsgue di [-L/2, L/2] ¢ finita.
Infatti, se f : [-L/2,L/2] — C & misurabile ed ¢ limitata in valore assoluto da M < +oo
(basterebbe che fosse essenzialmente limitata da M per ottenere quanto segue), allora f ¢ a
quadrato sommabile essendo:

/ e < | = ML < 400,
(—L/2,L/2] [—L/2,L/2]

Ricordiamo la seguente definizione generale.

Definizione 6.1. Se X ¢ uno spazio vettoriale sul campo C, un’applicazione (|) : X x X — C
¢ detta forma quadratica hermitiana se velgono le proprieta seguenti:

(1) (ulav + bw) = a(u|v) + b(u|w) per ogni a,b € C e ogni u,v,w € X;

(2) (aulv) = @(ulv) per ogni a € C e ogni u € X;

(3) (u|v) = (v|u) per ogni u,v € X (per cui (u|u) € R in particolare).
Tale forma quadratica hermitiana ¢ detta prodotto scalare (hermitiano) su X se valgono le
due ulteriori proprieta:

(4) (ulu) > 0 per ogni u € X;

(5) (ulu) =0 per u € X implica che u = 0.

&

Dalle proprieta (1)-(4) si prova la validita della disuguaglianza di Cauchy-Schwarz:
|(uv)* < (ulu)(v|v) per ogni u,v € X.

Da tale disuguaglianza si dimostra facilmente che ||z|| := /(z|z), con z € X ¢ una norm su
X se (|) ¢ un prodotto scalare su X. Nel caso in cui valgano tutte le proprieta del prodotto
scalare eccetto la la stretta positivita (5), allora || || risulta essere una seminorma.

L%([~L/2, L/2],dx) risulta essere uno spazio vettoriale complesso dotato della forma quadratica
hermitiana:

(flg) := / J@ (@) de. se f.ge L2(-L/2,L)2),dx). (6.30)
[—L/2,L/2]

In riferimento alla definizione di sopra, questo non & un prodotto scalare hermitiano unicamente
per il fatto che (f|f) = 0 implica che f(x) = 0 quasi ovunque, ma non necessariamente ovunque.
Si rimedia al problema identificando funzioni che differiscono tra di loro solo quando valutate su
un (arbitrario) insieme di misura nulla in [—L/2, L/2], e lavorando con classi (di equivalenza)
di funzioni piuttosto che con funzioni. Lo spazio vettoriale con prodotto scalare hermitiano
che si ottiene da .Z?([~L/2,L/2],dx) quozientando rispetto alla relazione di equivalenza che

%In particolare vale la disuguaglianza triangolare: ||z + y|| < ||z|| + ||yl| se z,y € X.

152



identifica due funzioni se differiscono su un (qualsiasi) insieme di misura nulla, si indica con
L*([-L/2,L/2],dx). Tale spazio vettoriale complesso risulta anche essere completo (vedi la
sezione [Ru82| nella topologia normata indotta dalla norma associata al prodotto scalare
suddetto (dove ora, pitt propriamente f indica una classe di equivalenza di funzioni):

= 2dzx .
=[P

La competezza rende, per definizione, lo spazio vettoriale complesso L?([—L/2, L/2],dz) dotato
del prodotto scalare (:|-) uno spazio di Hilbert complesso.

Definizione 6.2. Uno spazio vettoriale H sul campo C dotato di un prodotto scalare hermi-
tiano (| ) : H x H — C in modo tale che H risulti essere completo rispetto alla topologia della
norma ||z|| := \/(z|z), con z € H, ¢ detto spazio di Hilbert (complesso). {

Si osservi che la definizione di .£%([~L/2,L/2],dx) e L?*([-L/2,L/2],dz) e le loro proprieta
generali sono indipendenti dalla teoria della serie di Fourier.

Come ultimo ingrediente che caratterizza gli spazi di Hilbert e riveste un ruolo importante
nell’intepretazione della serie di Fourier quando lo spazio di Hilbert sia L?([—L/2, L/2],dx),
introduciamo la nozione di base hilbertiana. Ricordiamo che un insieme di vettori {u;};c; C X,
dove X & uno spazio con prodotto scalare (| ), & detto un insieme o sistema di vettori orto-
normali quando: (uj|ux) = & per j, k € J.

Vale la seguente ben nota proposizione (vedi per es. [Ru82, Mol§]).

Proposizione 6.1.  Sia H uno spazio di Hilbert con prodotto scalare (|) e J un insieme di
cardinalita qualsiasi. Se {uj}je; C H é un insieme di vettori ortonormali, allora i sequenti fatti
sono equivalenti e, se valgono, {u;}cs viene detto base hilbertiana di H.

(a) Sev e H allora:
2 2
loll? =D I(uglo)l?,
JjeJ
dove nella somma a secondo membro solo una quantita al pit numerabile di numeri (uj|v) risulta

essere non nulla.
(b) Sewv € H allora:
v="> (u;v)uy,
Jj€J
dove la convergenza della serie é nella topologia associata alla norma || ||, solo una quantita al
pit numerabile di vj risulta essere non nulla e non dipende da come sono ordinati gli element:

non nulli.
(c) Sewv,v' € H allora:

(v]o") = (uslo) (uzlv") ,

jeJ
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dove la convergenza della serie é assoluta e solo una quantita al pit numerabile di (u;|v) e (u;[v’)
risulta essere mon nulla.
Risulta infine che, se solo una quantita al pit numerabile di c; € C é non nulla e la serie

§ :Cj“j

jed
converge a qualche v € H per qualche ordinamento degli elementi non nulli e nel senso della
topologia di H indotta dalla norma || ||, allora y;c;le;|* < +00 e ¢j = (uj|v).

Osservazioni importanti.

(1) Dato che le serie numeriche considerate sopra sono assolutamente convergenti, non importa
Pordine con cui si esegue la somma della serie. Per esempio, in riferimento alla serie in (c),
consideriamo solo una quantita numerabile di addendi, etichettati sull’insieme numerabile di
indici Jy C J, che include i termini non nulli tra tutti i numeri (u;lv) e (u;]v'). E allora
sufficiente numerare gli indici di Jy con un’arbitraria funzione biettiva h : N — Jy e sommare la

serie su m € N
—+o0

D (o) [0) (g |0)

m=0
che si ottiene in tal modo. Il valore comune delle somme di tali serie che si ottengono comunque
fissiamo la funzione biettiva h &, per definzione, il numero

> (ujfv)(uglv) .

jeJ

enuto anche conto di quanto appena scritto in , 'ldentita v = . r(uwilv)u,; significa:
2) T h di i in (1), 'identitz je(U; j signifi

N
i o= | 0.

dove la funzione j = j(m), con m € N, ¢ una qualunque funzione che etichetta i soli coefficienti
non nulli (u;j|v) (oppure una quantitd numerabile di coefficienti che includono quelli non nulli se
questi ultimi sono in numero finito).

(3) L’identita in (a) non e altro che una versione astratta ed infinitodimensionale del teorema
di Pitagora. Mentre I'identita in (b) non & altro che la decomposizione di un vettore su una ba-
se ortonormale nel caso infinitodimensionale. Infine (c) esprime il prodotto scalare hermitiano
eseguito su una base ortonormale infinitodimensionale in termini delle infinite componenti dei
vettori.

(4) Esistono infinite basi hilbertiane per ogni spazio di Hilbert e, per un fissato spazio di Hilbert,
hanno tutte la stessa cardinalita. Gli spazi di Hilbert che, come L?([—L/2, L/2], dz), ammettono
una base hilbertiana numerabile sono detti essere separabili. Questa proprieta equivale alla
proprieta topologica per lo spazio di Hilbert di ammettere un sottoinsieme denso e numerabile.

154



In riferimento alla serie di Fourier, risulta [Ru82|] che vale il seguente teorema fondamentale.

;21N

Teorema 6.5.  L’insieme delle funzioni e, () := %, dove © € [—L/2,L/2], per n € N
individua una base Hilbertiana numerabile di L*([—L/2,L/2],dx).

In riferimento alla definizione dei coefficienti di Fourier di una funzione Lebsegue-misurabile

a valori complessi f : [—L/2, L/2] — C walgono in particolare i fatti sequenti.

(a) Se f € L*([-L/2,L/2),dx) allora i coefficenti di Fourier f, sono ben definiti e
D 1 fal? < 400, (6.31)
nez

i tal caso vale anche:

2 _ 2
I AR (6:32)

nez
(b) Se f € £*(|-L/2,L/2],dx) allora

.27

lim HOEDY fne:gg dz — 0. (6.33)

N=reo Ji-L/2,L/2] In|<N

(c) Se f,g € L*([-L/2,L/2),dx) e {futnez, {gn}nez sono i rispettivi coefficienti di Fourier,
allora:

Sad=[ @ (6:31)

nez [(-L/2,L/2]

dove la serie a primo membro converge assolutamente. <$»

Osservazioni 6.5.
(1) A meno di non interpretare la serie di Fourier come serie di distribuzioni, il senso piu gene-
rale con il quale si intende la convergenza della serie e quello in . Questo tipo di
convergenza, detta convergenza (della serie) in L?([—L/2,L/2],dx). Si tratta della nozione
di convergenza nella topologia normata indotta dalla norma || - ||2 sopra definita. Si osservi che,
come spiegato sopra, in questo caso la funzione f deve pensarsi come una classe di equivalenza di
funzioni che differiscono su insiemi di misura nulla (alternativamente si pud anche interpretare
la || ||2 come una seminorma sullo spazio vettoriale complesso .Z2([—L/2, L/2],dx) e, in questo
caso, la convergenza della serie di Fourier & quella relativa alla topologia indotta da tale semi-
norma. Topologia che, come per tutte le seminorme che non sono norme, non ¢ di Hausdorff).
(2) Tenuto conto delle relazioni (6.27), la proprieta (a) afferma proprio che la classe di fun-
zioni [~L/2,L/2] 3 = = ey(x) = 2™*/L/\/L per n € Z, & una base hilbertiana, dello
spazio di Hilbert L?([~L/2,L/2],dz). In particolare, le relazioni non dicono altro che
i vettori e, formano un sistema ortonormale rispetto al prodotto scalare naturale di
L*([-L/2,L/2],dx):

(emlen) = Omn -
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Come precisato nell’osservazione precedente, la (6.33]) si puo trascrivere come:

lim (|f = > faen|| =0, (6.35)

N—+o0
[n|<N 2

che si trova scritta frequentemente come, semplicemente:

f= Z fren . (6.36)

ne’l

E importante notare che, in generale, la convergenza in L? non implica la convergenza puntuale
della serie. Per questo motivo non abbiamo scritto I’argomento di f ed e, in , le quali
funzioni, tra l’altro, sono individuate a meno di insiemi di misura nulla.

(3) L%([0, L], dz) (che non ¢ altro che L?([~L/2, L/2],dx) con una banale traslazione dell’asse x
di L/2 e pertanto quanto stiamo per dire vale anche per L?([—L/2, L/2],dz) con ovvie modifi-
che) ammette altre due basi hilbertiane (quindi necessariamente numerabili) interessanti. Sono
rispettivamente date da:

2
sn(z) == \/Zsin(ﬂLﬂ> ,x€l[0,L], n:1,2,...},
2 ™mT
{cn en(z) = \/ZCOS(T> ,x €[0,L], n—O,l,Z,...},

per le quali valgono dunque, rispettivamente, ($,|sn) = dmn € (¢m|cn) = Omn (vedi la sezione
in Appendice) insieme a ||f]|3 = Y,z |f2]?, avendo definito, rispettivamente, f, := (sp|f)
oppure f, := (c,|f) per ogni vettore f € L%([0, L], dz).

6.3.2 Convergenza uniforme della serie di Fourier e derivazione sotto il sim-
bolo di serie.

Dato che vogliamo sviluppare in serie di Fourier le soluzione dell’equazione di D’Alembert e
Klein-Gordon come suggerito dalla siamo piu che altro interssati alla convergenza pun-
tuale della serie di Fourier ed alla possibilita di derivare sotto il segno di serie nella variabile x
che appare nelle funzioni esponeziali che formano la base Hilbertiana (per quanto riguarda la
derivabilita sotto il segno di serie nella variabile ¢ useremo teoremi generali ricordati all’inizio
delle dispense). Mostriamo come si possano ottenere serie di Fourier con queste proprieta raf-
forzando le ipotesi di regolarita delle funzioni sviluppate in serie di Fourier. Ricordiamo (vedi la
deﬁnizione che una funzione continua definita su [a, b] si dice C* a tratti su [a, b] se esiste un
numero finito di punti a :=t; < ¢y <--- < tp =: b, in modo tale che f[y, ., 1€ C*([t;,t141]; C)
per [ =0,...,m — 1 (quindi, in particolare, esistono le derivate sinistre e destre fino all’ordine
k anche sui bordi di [t;, #;+1] per (2) in osservazioni [1.1)). Si osservi che, se k > 0, la derivata k-
esima di f (pensata come derivata destra o sinistra agli estremi di ogni sottointervallo [ty, tx11])
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puo non essere continua su [a, b] ma i valori che essa assume formano un insieme limitato.
Il primo risultato ¢ stabilito nella seguente proposizione.

Proposizione 6.2. Sia N = 0,1,... fissato e f : [-L/2,L/2] — C una funzione con i
segquentt requisiti:

(i) | € CN(-L/2,L/2};C),

(ii) f sia CN*TY a tratti su [~L/2,L/2],

(iii) f sia periodica su [—L/2,L/2] con tutte le sue derivate fino alla derivata N -esima inclusa,
cioé:

k k
f(=L/2) = f(L/2), Z—x{ :d—{ sek=1,...,N.
x=—L/2 xz=L/2
Se fn sono i coefficienti di Fourier di f dati da e fr(Lk) indica 'analogo coefficiente di
Fourier della funzione fﬁ%{:, allora vale quanto seque.
(a) Perk=0,1,...,N + 1, vale:

(b) La serie di Fourier di f e delle sue derivate fino all’ordine k = N + 1 puo essere derivata
sotto il simbolo di serie (interpretando la convergenza delle serie nel senso di L?), dato che
risulta, per k=0,1,... . N + 1:

pe A fﬁ
L Car\I"vr )

> [nl* fal < 400 (6.38)

neL

(c) Per k=0,1,...,N wvale:

&

Dimostrazione. (a) Fissiamo & = 1,..., N + 1. Dalla (6.28) integrando per parti (su ogni
sottointervallo chiuso nel quale esistono le derivate k-esime, se K = N + 1, e poi sommando i
contributi dei vari sottointervalli) abbiamo che:

—i2rng — —i2rng — —i2mn gy
f(k):/LMdkfe - dx:/L/Zd e dx_/L/2 - lfie - dx
" _ppdat L _pjo dr \ dzk=t /T _ppp dabtde /L

Il secondo integrale da sinistra risulta essere nullo dato che:

dk—lfefiQ"T"a:
—L/2,L/2 _—
[ / ’ / ] 2T = dxkf]_ \/z
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¢ una funzione periodica su [—L/2, L/2] per ipotesi. Abbiamo trovato che:

L/2 dk— lf d e—zTa:
/_L/Q debVdz /L

Possiamo iterare k — 1 volte la procedura, con lo stesso risultato, fino ad ottenere, alla fine

L/2 gk ot L/2 I
Fik) = (1 ’f/ f(z)————dx = (-1 k/ f(x (—z) dz .
(—1) i (@)% i (=1) e (z) 7 L

Abbiamo quindi trovato che

oarn\F (L2 it omni\F (L2 it 2mi\ ¥
ﬁ@z(i)g/ fl do = ( )g/ f do= () o,
L —L)2 (@) VL L —L)2 (@) VL L

che e la (6.37]).

(b) 11 calcolo diretto mostra che

d* f e’ <2m’)k kg e’
— | fo——=—)=|—F) n°fa .
dxk VL L VL

Da (a) abbiamo allora che, come enunciato nella tesi:

-27Tn 27rn
dk et LT Thw
() =t
dx VL VI
Questo risultato implica banalmente che si possa derivare sotto il segno di serie, interpretando

kf
dz*

dx .

i ==

pero la convergenza nel senso di L2, dato che lo sviluppo di Fourier di si scrive:

LOp - 21N ,L-27rn

2” (k T P

Si osservi che le funzioni d* f /dz* considerate sopra ammettono sviluppo di Fourier nel senso di
L?*([~L/2,L/2],dz) dato che appartengono a tale spazio essendo funzioni (misurabili) limitate,
per costruzione, definite su un insieme di misura finita.

(c) Da (6.37) abbiamo anche che, sen #0esek=1,...,N + 1,

s
(Ll (e

dove abbiamo banalmente usato la disuguaglianza

o= (]~ y)

x

2 1)
)

)klfn

= |ntfu o

(k)
2 1 fn
= |1 + 5 -

n? I
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Concludiamo che, se k —1=0,1,2,... N e dove Z* := 7\ {0}:

=<3 (8) (3 + 5 ) <

nez* nez*
ossia cambiando il nome di £ — 1 in k£ ed assumendo ora k =0,1,2,...N:

3 ‘nkf <1<L>k+1 (Z 4 3 1) < +oo
nez* " T2 \2rm " n2 ‘

nez* nez*
(Sommando su tutto Z il risultato finale non cambia e si ottiene (6.38).) A commento del
< 400, si osservi che la seconda serie a secondo membro converege come ben noto, mentre la
. . . . korlf
prima serie a secondo membro converge per (a) del teorema dato che ogni funzione o1, per
k=0,...,N, essendo continua su un compatto (pitt precisamente per k = N & continua su un
numero finito di compatti la cui unione ¢ [—L/2, L/2]), ¢ limitata in valore assoluto da qualche

numero M), < —+o0o nelle nostre ipotesi e quindi ¢in L?([-L/2,L/2],dz), avendo [—L/2,L/?2]
misura finita:
/[_L/Q)L/Q}

Abbiamo poi il seguente utile risultato che discende dalla precedente proposizione.

‘ 2

2

k+1
7 dxg/ M2dz = MPL < 400 .
[_L/27L/2]

dxk+1

a

Proposizione 6.3. Sia N = 0,1,... fissato e f : [-L/2,L/2] — C una funzione con i
segquentt requisiti:

(i) f € CN([~L/2,1/2];C),

(ii) f sia CN*Y a tratti su [~L/2,L/2],

(iii) f sia periodica su [—L/2,L/2] con tutte le sue derivate fino alla derivata N-esima inclusa
nel senso di (iii) della proposizione 6.4

Allora gli sviluppi di Fourier, per k=0,1,... ,N:

:21n

dkf B (k)e L
k= 2 B0

neZ

sono identita puntuali di funzioni e convergono puntualmente, assolutamente ed uniformemente
su[—L/2,L/2] (dove fék) ¢ l'n-esimo coefficiente di Fourier di i%: (con f,go) = fr))

In particolare, possiamo derivare N wvolte sotto il segno di serie lo sviluppo di Fourier di f in
senso puntuale:

ei%Tnx
(fn) per ogni x € [—L/2, L/2]

dkf dk

ne”L

159



perk=0,1,....N. $
Dimostrazione. Nelle ipotesi fatte, prendendo k£ = 0 in (6.38]), abbiamo che

D fal < +o00,

neL

pertanto la serie di funzioni per x € [—L/2, L/2] (che sappiamo per ora solo convergere a f nel
senso di L? ma non puntualmente)

D
ne”L

¢ termine a termine dominata dalla serie di costanti convergente

\/132|fn<+oo7

neZ
dove abbiamo usato il fatto che |ei%Tn"”| = 1. Come conseguenza di un ben noto teorema di
Weierstrass, esistera una funzione g : [-L/2, L/2] — C con

in cui la convergenza della serie ¢ assoluta ed uniforme e quindi g € continua perché limite uni-

_:2m™m

forme di funzioni continue. Si osservi che, moltiplicando per £ : \/% " i due membri dell’identita

trovata abbiamo lo sviluppo in serie con convergenza puntuale

_;j2mm j2r(n=—m)

9(@7 = anT .

neL

La convergenza ¢ anche uniforme per lo stesso teorema usato precedentemente (gli esponenziali
nella serie hanno modulo 1). Tenendo conto del fatto che le serie uniformemente convergenti di
funzioni continue definite su compatti possono essere integrate sotto il segno di serie, concludiamo
che:

L2 o L/2 eiwx
gm = / g(r)——=—dx = fn/ —dz = fn Onm = fm
—L)2 VL % —L/2 L %

dove abbiamo fatto uso della (6.27). Ne segue che la funzione g— f (che & in .£?([-L/2, L/2], dx)
perche funzione continua su un compatto) ha coefficienti di Fourier (g — f), = gn — fn che sono
tutti nulli. Dalla (6.32)) abbiamo immediatamente che:

_ 2, _ _
Sy ) gtz =30 =0,

neL
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Concludiamo che |f(z) — g(z)|? = 0 quasi ovunque, cioe¢ f(z) — g(x) = 0 quasi ovunque. Data
la continuita di f e g, dovra essere f(x) — g(z) = 0 ovunque e cio¢ f(z) = g(x) su [-L/2,L/2].
Abbiamo ottenuto che, nel senso della convergenza puntuale, vale su [—L/2, L/2]:

- 21N

@)= (90) =) S f e
g 7% 7T

La convergenza e anche assoluta ed uniforme dato che la serie converge assoutamente ed unifor-
mente a g come visto sopra.

Se N > 1, possiamo fare lo stesso ragionamento anche per la serie, dove 'uguaglianza e al
momento intepretata nel senso della sola convergenza in L?:

- 27T
df ne' 'L
A fT(L )=
dx T% VL
Tenendo conto che, essendo per ((6.37)),
211
fr(Ll) = Tnfn )
deve valere: 5
T
S = 2 uful < o,
nez ne”L

dove abbiamo applicato (6.38)) ristretta al caso k = 1. In questo modo, seguendo la stessa strada
seguita per la serie della funzione f, si prova che la serie di Fourier di % converge assolutamente
ed uniformemente a %. Si procede nello stesso modo, usando (6.37)) e (6.38)) per ogni ordine di
derivazione k fino a k = N (e non oltre dato che non ¢ assicurato che valga (6.38) per k = N+1).
Il punto (b) di Proposizione prova infine I'ultima asserzione della proposizione in esame.O

In realta si puo provare che la serie di Fourier converge puntualmente sotto ipotesi molto piu de-
boli di quelle che abbiamo usato sopra (anche se questo non garantisce la convergenza uniforme).
Si ha a tal proposito il seguente classico teorema di Dirichlet che citiamo senza dimostrazione.

Teorema 6.6. (Teorema di Dirichlet) Sia f : [-L/2,L/2] — C una funzione con i sequenti
requisiti:

(i) sia limitata,

(i) sia continua eccetto un numero finito di punti xy, € (—L/2,L/2), k =1,...,p in cui esistono
finiti il limite destro f(x}) ed il limite sinistro f(z;),

(iii) ammetta in ogni punto derivata destra e sinistra, usando nei punti di discontinuita il limite
destro e sinistro per il calcolo del rapporto incrementale da destra e da sinistra.

Sotto queste ipotesi la serie di Fourier di f , con coefficienti di Fourier dati da ,
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soddisfa,
(a) per ogni x € (—L/2,L/2)\ {z1,...,xp}:

;21N

> fne:g: = f(z), (6.39)

nel

(b) per ogni k =1,...,p,
e flay) + f(af)
E fn Ni7 = 5 , (6.40)

(c) per x = £L/2 la serie converge a w &

neL

6.3.3 Serie di Fourier in seni e coseni

Osserviamo che la teoria della serie di Fourier puo essere sviluppata usando le funzioni trigono-
metriche invece che gli esponenziali complessi e cioo € particolarmente utile quando la funzione
da sviluppare ¢ reale, dato che i coefficienti dello sviluppo, che indicheremo sotto con «, e 5,,
risultano essere reali in tal caso. Si procede partendo della relazione:

2mn 2 2
e’ 1" = cos (%w) + isin (%nac) . (6.41)

Ammettendo che la serie di Fourier della funzione f : [-L/2,L/2] — C

-2

f(z) = Z fnﬁ (6.42)

neL

converga puntualmente e dove la serie ¢ intepretata come il limite, per N — +o0, delle ridotte
troncate a |n| < N, tenendo conto della (6.41)), possiamo riscrivere la stessa serie come:

= 2mn 2mn
flx) =ap+ Zl (an cos (Tl‘) + By sin (Ta:)> , (6.43)
n=
dove, tenendo conto della definizione ([6.28]), semplicemente abbiamo definito, se n = 0,1,2,...:
SRR [\ (Tt i PP [ R ) (6.44)

Dalla stessa definizione @ risulta immediatamente che f_, = f, se f & una funzione reale.
In tal caso, dalle definizioni @D segue subito che i coefficienti a,, e 5, sono reali.

Ci si puo chiedere se la valga anche nel senso della nozione di convergenza nello spazio di
Hilbert L?([~L/2, L/2],dz) quando la serie di Fourier a secondo membro di (6.43)) non converge
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puntualmente, ma f € comunque misurabile ed a quadrato sommabile. La risposta & positiva ed
¢ basata sul fatto che I'insieme delle funzioni reali:

1 2 (27rn ) 2 <27rn > 19
— \/=cos| —=x \/=sin| —=x n =
\/z? L L ) L L M ) M

¢ una base hilbertiana dello spazio di Hilbert complesso L?([—L/2, L/2]). In particolare valgono
le relazioni di ortogonalita (vedi la sezione [C|in Appendice):

L2 2 2 Ly2 2 2 LS
/ cos (an> cos (ngU) dr = / sin (an> sin (me) de = —/ (6.45)
L2 L L L2 L L 2

L2 9 9
/ cos <7m:c) sin <7me> dr=0, n,m=0,1,2... (6.46)
—L/2 L L

Tenuto conto di ¢id, la norma L? della funzione f si esprime, sulla base detta, come:

L/2 L 400
1= [ p f@)fdz =3 [2|aor2+2 (lon* + W)] -
- n=1

Osservazioni 6.6.  Abbiamo sempre lavorato sul segmento [—L/2, L/2]. Tuttavia, tenendo
conto dell’invarianza per traslazioni della misura di Lebesgue, segue facilmente che tutto quello
che abbiamo visto puo essere ripetuto per il segmento [a,a + L] sostituendo sistematicamente
a,a+ L a —L/2,L/2 negli estremi di integrazione di tutti gli integrali considerati (per esempio
lo spazio di Hilbert rilevante sara ora dato da L?([a,a + L],dz)) e definendo tutte le funzioni
trigonometriche (inclusi gli esponenziali immaginari) sul segmento [a,a + L].

6.4 Il problema su R x [-L/2, L/2] con condizioni al bordo perio-
diche.

Consideriamo ora il problema di determinare le soluzioni dell’equazione di Klein-Gordon o D’A-
lembert nell’insieme R x [—L/2, L/2] una volta imposte condizioni iniziali e condizioni di perio-
dicita ai bordi del compatto [—L/2, L/2]. L’esistenza di soluzioni sara provata facendo uso della
teoria della serie di Fourier sviluppata precedentemente in particolare la proposizione ed il
la proposizione [6.3
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6.4.1 Teorema di unicita.

Abbiamo un primo teorema di unicita.

Teorema 6.7. Si consideri il sequente problema su R x [—L/2,L/2] con p > 0 costante
fissata,
( 10% | 9%
-5 8;28 + 75) — 2 =0, pecC*Rx[-L/2,L/2],C),
Iy Iy
t,—L/2) =(t,L/2 t,—L/2) = t,L/2) VteR
90(7 /) 90(7 /)7 8.’13(’ /) 8.3(}(’ /) S ) (647)

90(0756) = QZ)O(QS) Vz € [*L/Q’L/m )

%(071‘) = ¢1($) Vx € [_L/2>L/2} 3

dove ¢o € C*([-L/2,L/2],C) e ¢1 € C*([-L/2,L/2],C) sono funzioni assegnate che soddisfano
le condizioni di periodicitd)

2 2
bo(~L/2) = oo(L/2), (/o) = 0wy, TX(Ly)= TR (648)
b(-L/2) =6r(L/2), Try2) =Py, (6.49)

Se esiste una soluzione al problema posto, essa ¢ unica. In particolare, se i dati iniziali ¢g e Py
sono funzioni a valori reali, la soluzione ¢, se esiste, € a valori reali.

Dimostrazione. Se una soluzione ¢ del problema, ammesso che esista, € complessa, possiamo
sempre decomporla in parte reale ed immaginaria: ¢(t,2) = Rep(t,x) + iIme(t,xz). Data la
natura reale dell’equazione di Klein-Gordon, avremo anche che la parte reale Rep e quella imma-
ginaria I'm, che sono funzioni reali con la stessa regolarita di ¢, soddisfano la stessa equazione
di Klein-Gordon separatamente. Inoltre soddisfano le condizioni al contorno di periodicita e si
raccordano, separatamente, alle parti reali ed immaginarie dei dati iniziali per costruzione. In
base a cio ¢ sufficiente provare il teorema di unicita nel caso di ¢ reale (cioe per la parte reale ed
immaginaria di ¢ separatamente, quando ¢ & complessa). Assumiamo dunque di lavorare con
funzioni reali soluzioni del problema considerato con dati iniziali reali. La dimostrazione della
proprieta di unicita, e, escluso un punto, uguale a quella del teorema ponendo (a, ) := R,
D :=[-L/2,L/2]. L'unica differenza ¢ che ora, se ¢ ¢ la differenza di due soluzioni del problema

posto, I'identita:
T a¢
/ dtj{ <—V¢) ndS(x)=0
0 Lop \ Ot

3La terza delle condizioni in (6.48)) deve essere imposta, a causa delle condizioni di periodicita per ¢ scritte sopra
e della forma dell’equazione differenziale stessa valutata at = 0. Infatti derivando due volte nel tempo la richiesta

p(t,—L/2) = ¢(t, L/2) si ottiene 8t2 £(t,—L/2) = atQ 2 (t, L/2); tenendo conto che deve anche valere 1’equazione
differenziale 67‘5 = 18% 4 u2o ed anche @(t,—L/2) = ¢(t, L/2), si trova che: o =5 (t,—L/2) = gQTf(t,Lﬂ) e

c2 ot2 ox2

ciog, per t =0, 885’20 (-L/2) = ‘(’;I%O (L/2).
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nella dimostrazione del teorema si scrive ora nella forma semplificata che deriva dalla (5.20)):

T
[ )-o.
0 at 830 —L/2

e questa identita vale banalmente in virtu delle condizioni di periodicita imposte sulle soluzioni
del problema e quindi su ¢.

Se la parte immaginaria dei dati iniziali ¢ nulla, una soluzione del problema per la parte im-
maginaria di ¢ e la soluzione ovunque nulla. In base alla proprieta di unicita della soluzione,
concludiamo che questa ¢ I'unica soluzione e che quindi la parte immaginaria della soluzione
(complessa a priori) ¢ ¢ identicamente nulla. O

0¢p 0¢

L/2 at 81'

6.4.2 Esistenza delle soluzioni per dati iniziali sufficientemente regolari.

Passiamo ad un teorema di esistenza per il problema (6.47)) con i vincoli (6.48) e (6.49). In

realta dovremo rinforzare le condizioni di regolarita sui dati iniziali per poter usare i risultati
presentati prima relativi alla serie di Fourier. In riferimento al problema con i vincoli
e , supponiamo che una soluzione ¢ esista e che sia sviluppabile in serie di Fourier
per ogni tempo t € R. In tal caso avremo uno sviluppo del tipo:

-2

e’L

N

xT

p(t,z) = ch(t) (6'50)

neL

Se la somma fosse finita le condizioni di periodicita in +L/2 sarebbero automaticamente soddi-
sfatte per la forma delle funzioni esponenziali, discuteremo tra poco se cio accade anche nel caso
di infinite funzioni C,, non nulle. Vogliamo trovare la forma delle funzioni del tempo C,, = C),(t)
in modo che I’equazione sia soddisfatta e poi le vogliamo fissare in modo tale da rispettare i dati
iniziali. Assumendo che si possa derivare fino al secondo ordine sotto il segno di somma, risulta

subito che:
cn} 0.
Consideriamo allora il set infinito di equazioni:

d*Cy, 2mn\?
e —c? [(zn) + ,uzl C.,, VneZ. (6.51)

-27n

e Ve LRG [(am)
x v = VL 2 dt? L a

Se i C, le soddisfano, se il secondo membro di (6.50) converge puntualmente e se si possono
passare sotto il segno di integrale le derivate di ¢ fino al secondo ordine dando luogo a funzioni
continue (& richiesto che ¢ € C?(Rx[—L/2, L/2],C)), allora il secondo membro di definisce
una soluzione dell’equazione di Klein-Gordon con le richieste condizioni di periodicita. Queste

ultime valgono in quanto le funzioni ¢2™%/L sono evidentemente periodiche con tutte le loro
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derivate di ogni ordine, pertanto, somme di tali funzioni, incluso il caso di somme infinite se
puntualmente convergenti, saranno ancora periodiche. Nel caso in esame, se la serie a secondo
membro di converge puntualmente e convergono le serie fino alle delle derivate prime in
x (e si pud scambiare 'operatore di derivata con il simbolo di serie), allora siamo sicuri che,
fino alla derivate prime in x ¢ soddisfatto il vincolo di periodocita ai bordi di [-L/2, L/2] per
la candidata soluzione .

In generale il candidato per la soluzione ¢ data dalla serie a secondo membro di sara
a valori complessi. Tuttavia se le condizioni iniziali sono rappresentate da funzioni reali e se
la soluzione rispetta tali condizioni iniziali, il secondo membro di definisce una funzione
reale come garatito dal teorema di unicita sopra dimostrato.

Le soluzioni di (6.51)) sono tutte e sole della formaﬁ

. Ry 2mn )\ 2

Co(t) = C(Hemint 4 ) eibnt B = ¢ (%”) +u2 Vnez, (6.52)
se > 0, dove C’fli) € C sono costanti arbitrarie. Se p = 0, abbiamo le soluzioni di sopra quando
n #£ 0, con la differenza che ora:

Co(t) = At + Cp . (6.53)

dove A, Cy € C sono costanti arbitrarie. In definitiva, un candidato soluzione per p > 0 & dato
da

Cy(-LJr) - 27N E C(i -(27n E
o(t,x) = Z ( i(PT = Ent) + Zon gi( 3 e+ Ent) (6.54)
nez \/Z \/z

che puo essere modificata nella popolare formula (che si trova sui libri di fisica teorica):

CT(l+) -(21n C(_) S 21mn
t,x) = e (PTra—Ent) | TN o —i(*fe—Ent) 6.55
w0 -3 (% i 65
nez
dove, nel secondo esponenziale abbiamo scambiato n con —n, dato che la somma opera su tutto
Z e E, = FE_,, cio non altera il risultato, purché le due serie

C(Jr) -(27rn E t) C(_i) - 27n
Z n 62 “Trr—Ep e Z n ez(T$+Ent) (656)
nez \/E neL \/Z

convergano separatamente, cosa che proveremo tra poco. Nel caso p = 0, il candidato soluzione
si deve modificare in (dove abbiamo scritto A al posto di % dato che A & comunque una costante

arbitraria),
C7(1+) i 2mn E C(_) - 27n E
plt,o) = At +> ( (P = Ent) | 2o i(3tetBnt) | (6.57)
nez \/Z \/E

“Ricordiamo che la famiglia completa di soluzioni dell’equazione differenziale f”(t) 4 bf’(t) + cf(t) = 0, con
f € C*(C;C), ¢ data dalle funzioni f(t) = C1eX!* + CaeX?* dove C1,C2 € C sono constanti arbitarie e x1, X2
sono le soluzioni, assunte essere distinte, dell’equazione algebrica x? + bx + ¢ = 0. Nel caso x1 = x2 la famiglia
completa di soluzioni & f(t) = Ate'X! + Be'X! con A, B € C costanti arbitrarie.
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che puo essere riscritta come

CSL—F) i 2mn C,,(l_) (271N
o(t,x) = At + Z ( el(Pira=Bnt) | N o—i( 27" a—Ent) , (6.58)
nez V/E \/Z

dove come prima, le due serie che si ottengono separando i due addendi nel termine generico
della serie convergono separatamente, e Cy = C’éﬂ + C’é_). Si osservi che abbiamo trovato, nel
caso i = 0, una forma di soluzione che & combinazione lineare di funzioni del tipo , come
gia discusso nella sezione Sempre ammettendo che le due serie convergano e che
si possano derivare sotto il segno di somma nella variabile ¢, andiamo a valutare i coefficienti

CS,:L) in modo da soddisfare le condizioni iniziali. Da 1' e ricordando che ¢(0,z) = ¢o(z),
%—‘f(O, x) = ¢1(x) abbiamo che deve essere

ot 4 C(), et 4 o)
=y e =Y iE,— \/f —n it (6.59)

nez neL

La seconda formula ha un ulteriore addendo A a secondo membro se u = 0. Per ottenere la
seconda identita abbiamo derivato in ¢ sotto il segno di somma la serie in assumendo che
cio fosse possibile, e poi abbiamo posto ¢ = 0 nel risultato. Si osservi che le due espressioni trovate
non sono altro che gli sviluppi di Fourier di ¢g e ¢1, i cui coefficienti di Fourier, rispettivamente,
®0)n € ¢(1)n sOno stati scritti in funzione dei Cfli). Pit1 precisamente

PO)n = ot + C(—;) s Pyn = iBp(—CH) + C'(:n)) VneZ, seu>0,
oppure
Queste relazioni si invertono in:

1
_>2£LL 1)n

Vn ez, (6.60)

se p > 0. Se p = 0 le identita di sopra valgono solo per n # 0, e vale anche:

o5+ el =o0y0, A=VLou)o- (6.61)
Se p =0, non é necessario conoscere C’éﬂ e C_) separatamente ai fini della costruzione della
soluzione @, dato che nel secondo membro di 1) compare solo la loro somma CO(+) + C(()_).

Nota. Possiamo riassumere tutto come segue. Supponiamo che i dati iniziali ¢g e ¢1 (assunti
soddisfare (6.48)) e (6.49))) siano sviluppabili in serie di Fourier convergenti puntualmente alle
stesse ¢ e ¢1. Consideriamo ancora la funzione ¢ definita dal secondo membro di (6.54) (o
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6.57) se u = 0) dove i coefficienti C(ﬁl soddisfano (6.60) (e ) se 4 = 0). Se le due serie
[ ) (0 (6.57]

6.50]) in cui spezziamo la serie a secondo membro di (6.54) (o (6.57) se p = 0) convergono pun-
tualmente e definiscono funzioni C?(R x [~L/2, L/2];C) le cui derivate fino al secondo ordine
possono essere calcolate derivando sotto il simbolo di somma, allora ¢ definito in (o (6.58)
se u = 0) e una soluzione del problema . Tutte queste richieste sono soddisfatte pur di
assumere che i dati iniziali siano sufficientemente regolari come chiarito nel seguente teorema.

Teorema 6.8. Si consideri il problema con condizioni al contorno periodiche per la
funzione p € C*(R x [~L/2,L/2]) con u > 0 costante fissata.
Se si assume che i dati iniziali soddisfino ¢g € C?*([—L/2,L/2],C) di classe C® a tratti su
[-L/2,L/2] e ¢p1 € CY([~L/2,L/2],C) di classe C? a tratti su [-L/2,L/2] e che valgano le
condizioni di periodicita sui dati iniziali e (6-49), allora esiste (ed ¢ unica) una soluzione
© al problema. ¢ édata dalla serie convergente puntualmente:

O s, gy O e, g
Sp(t,$) = Z ( eZ(Tl‘— nt) + 76—Z(Tl‘— nt) ’
neL \/Z \/Z

se > 0, oppure:

(p(t7x) = At + Z (C\g/lz eZ(%z—Ent) + C\';Ze—z(%w—Ent)> ’

se p = 0. A secondo membro di entrambe le equazioni, E, = c (27rTTL)2 + u? e i coefficienti

C’,(li) sono definiti da:

1 1 _ 1 1
ciH) = §¢(0)n + E¢(1)n , OV = §¢(0) —n E(b(l) —n VnEZ

se u# 0. Se p =0 le identita di sopra valgono solo per n # 0, e vale:
Co(+) +0oy7) = boyo, A= ﬁd’(l)o ;

infine, doyn € G(1yn sono, rispettivamente i coefficienti di Fourier dei dati iniziali ¢o e ¢1. &

Dimostrazione. E sufficiente verificare che tutte le richieste formulate nella Nota scritta prima
dell’enunciato di questo teorema siano soddisfatte. Bisogna quindi verificare i due seguenti fatti:
(a) che ¢ e ¢; siano sviluppabili in serie di Fourier convergenti puntualmente alle stesse ¢q
e ¢1;
(b) che le due serie in cui spezziamo la serie a secondo membro di (6.54) (o se
p = 0) convergano puntualmente e definiscano funzioni C?(R x [~L/2,L/2];C) le cui derivate
fino al secondo ordine possono essere calcolate derivando sotto il simbolo di somma.
Ci restringeremo a lavorare per p > 0, dato che la dimostrazione per 'altro caso ¢ del tutto
simile.
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Prima di tutto notiamo che (a) & vero dato che i dati iniziali sono C*([~L/2, L/2];C) e quindi
vale la proposizione Non resta ora che provare (b). Nelle ipotesi fatte sulla regolarita di ¢g
e ¢1, abbiamo dalla proposizione [6.2] che

D nlMe@ynl <o seh=0,1,2, Y |n|¥lgaynl <oo sek=0,1. (6.62)
nel neL

D’altra parte, usando la definizione (6.60)), essendo E,, := c4/ (27rT7‘)2 + p2, risulta che, per |n/
pit grande di qualche fissato intero M > 0, E,, > 1 e quindi:

i 2Tn g 1
2 ‘C:(I:in)e (%2 jFE"t)‘ < |b(0) +nl + F\¢(1) tnl < 1P0) 40l +1P01) 40l -

Di conseguenza le serie di funzioni che appiono in (o (6.55))) sono dominate dalle serie
di costanti positive convergenti, per , > ez |9©) +nl + (1) +n]- In base al teorema di
Weistrass le due serie in cui spezziamo la serie a secondo membro di e quindi
la serie stessa a secondo membro di , converge assolutamente ed uniformemente ad una
funzione continua ¢ su R x [-L/2, L/2]. Consideriamo ora la funzione definita in tal modo:

+ )
Ch )ez‘(?’fT"z—Ent) 4 Z oy oi(FF e+ Ent)

Studiamo separatamente ognuna delle due serie a secondo membro. Possiamo derivare sotto
il segno di serie rispetto alla variabile = (o t) se la serie delle derivate rispetto a = (o t) dei
termini generici della serie iniziale converge uniformemente. Si osservi le derivate in x e t dei
termini generici della serie definente ¢ sono funzioni continue. Se riusciamo a dominare la
serie delle derivate in x e quella in ¢ con serie di costanti convergenti, ragionando esattamente
come prima usando il teorema di Weistrass, abbiamo non solo che ¢ & derivabile in x e ¢ (e le
derivate si calcolano scambiando la serie con il simbolo di derivata corrispondente), ma anche
che ¢ € CH(R x [-L/2, L/2];C). Infatti, in tal caso, le derivate di ¢ in x e t risulterebbero essere
limiti di serie di funzioni continue convergenti uniformemente.

Le due serie delle derivate in x forniscono, a parte costanti moltiplicative comuni inessenziali,

(+) (=)
Z nCh i (P a—Ent) | Z nC, (3 a+Ent)
nez \/Z nez \/E

D’altra parte, usando la definizione , per |n| pitt grande di qualche fissato intero M’ > 0

vale anche |n|/E,, < ¢, dato che |n|/E,, tende ad un valore finito £ se |n| — 400 (e quindi basta
scegliere ¢/ > ). Abbiamo allora:

7]

+) i(2ZeFE,
2 [nCtE) ! o TE t)’ < [100) 0| + Z19(1) 0| < [1(0) 4n + 1)) 4nl -

Di conseguenza le due serie delle derivate in = (quella dei coefficienti C’,(f) e quella dei coeffi-
cienti C’,(l_)) sono dominate dalle due serie di costanti positive convergenti, per 1' date da
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> ez InP©) 4nl + |01y £n|- In base al teorema di Weistrass la serie delle derivate in 2 converge

assolutamente ed uniformemente ad una funzione continua ¢ su R x [—L/2, L/2]. Inoltre tale
funzione deve coincidere con d,¢(t, z) dato che siamo nelle ipotesi di poter scambiare la derivata
con il simbolo di somma nella serie che definisce .

Le serie delle derivate in ¢ forniscono, a parte costanti moltiplicative comuni inessenziali,

Z E,Ch » 2”":1: By t Z 277":E+En ) )

neL neL

D’altra parte, usando la definizione , per |n| pit grande di qualche fissato intero N > 0
vale anche E,,/|n| < ¢” dato che E,,/|n| tende ad un valore finito se |n| — +o0 e quindi:

2mn
Encﬁ)el( wFEnt )‘ < |End©) 4nl + 161y 20l < "0 0) 10l + [001) 4] -

(++)

Di conseguenza le due serie delle derivate in ¢ (quella dei coefficienti Cy,
cienti C’T(«L_)) sono dominate dalle due serie di costanti positive convergenti, per , date da
> nez € [nd(0) 4nl +16(1) 4n|- In base al teorema di Weistrass la serie delle derivate in ¢ converge
assolutamente ed uniformemente ad una funzione continua ¢’ su R x [—L/2, L/2]. Inoltre tale
funzione deve coincidere con dyp(t, x) dato che siamo nelle ipotesi di poter scambiare la derivata
con il simbolo di somma nella serie che definisce ¢. La procedura puo essere ripetuta per le de-
rivate seconde, incluse quelle miste, si vede subito, in tal caso che le serie delle derivate seconde

(di tipo fissato) sono comunque dominate da serie di costanti del tipo

e quella dei coeffi-

> Aln*¢) 1nl + BInd) 1al »

nez

con A, B > 0 dipendenti dal tipo di derivate. Queste serie di costanti convergono per (6.62)). Si
conclude, con lo stesso ragionamento di sopra, che ¢ € C?(R x [~L/2, L/2]) e che la serie (6.55))

che definisce ¢ si puo derivare termine a termine fino alle derivate seconde. Questo e quanto
volevamo e conclude la dimostrazione provando che

() ZCSF) i( 250 0 Bt +Z 7n oi( 2ot Ent)
p(t,a) = "t g
nez \/Z nez

(+) (=)
-y (CI (2 Eut) | C\’F <E>)
L L
neZ

¢ una soluzione del problema considerato. Per u = 0 si prova la stessa cosa con banali modifiche
per i coefficienti con n = 0. O

Osservazioni 6.7. Il teorema di esistenza provato richiede ipotesi abbastanza forti sulla
regolarita delle condizioni inziali, sicuramente piu forti di quelle usate nel precedente teorema
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di unicita. Cio e dovuto alla procedura utilizzata per mostrare che la soluzione formale dell’e-
quazione, ottenuta come una serie di Fourier (la cui convergenza ¢ in generale solo nel senso
dello spazio di Hilbert L?), si possa derivare fino all’ordine voluto. E possibile indebolire queste
ipotesi adottando una procedura che si basa su tecniche matematiche pit avanzate (vedi per
esempio [VI84]). In pratica si prova che la soluzione formale ottenuta come una serie di Fourier
¢ una cosiddetta “soluzione debole” del problema (cioé una distribuzione o funzione generaliz-
zata che risolve il problema di Cauchy considerato). Imponendo ipotesi di regolarita sui dati
iniziali, si dimostra infine che tale funzione generalizzata ¢ davvero una funzione differenziabile
fino all’ordine voluto ed & pertanto una soluzione del problema di Cauchy in senso proprio.

6.4.3 Velocita di fase, frequenza, lunghezza d’onda.

Cosideriamo la forma generale della soluzione per il problema con condizioni al bordo periodiche
nella decomposizione della soluzione per il problema con condizioni periodiche in [—L/2, L/2]
per u = 0, cioe per 'equazione di D’Alembert:

Cr([") (2, g C(—) (2
p(t,z) = Z ( (2P a—Bnt) | Z=n i(3Fta+Ent) 7
neZ \/Z \/E

Trascuriamo pure il termine Af¢ che non ci interessa qui e teniamo conto del fatto che ora
2 . . < .. . .
E, = c%. Si vede subito che ¢ e una sovrapposizione di onde del tipo:

2mn .. (2mn 2mn .. (2mn
oS T(m—ct) +isin T(x—ct) e cos T(x—{—ct) +isin T(CL‘—{—Ct) n € Z.

Queste soluzioni hanno la stessa forma delle soluzioni dell’equazione di D’Alembert in R x R,
cioe di soluzioni del tipo f(z—ct) (onde progressive) oppure g(x+ct) (onde regressive). Tuttavia
ora, a parte la scelta di n, la loro forma funzionale e fissata: vedendole come funzioni reali,
possono solo essere seni oppure coseni. Come nel caso della teoria in R x R, ¢ rappresenta
la velocita di propagazione di tali profili, in questo caso si dice velocita di fase dell’onda ¢,,.
Consideriamo la soluzione ¢,, := sin (%T"(:U — ct)), per le altre analoghe soluzioni si possono fare

discorsi analoghi. Se fissiamo un punto x € [—L/2,L/2] ed osserviamo, in quel punto, come

oscilla ¢, essa avraun periodo di oscillazione T,, = L/(nc) dato che % = 1 e dopo tale
tempo ’argomento (%T"(x = ct)) della funzione sin differisce da quello inziale di un addendo

pari a 27. La frequenza dell’onda ¢,, ¢, per definizione, I'inverso di tale periodo v, := nc/L.
Se invece, a tempo fissato, fotografiamo 'onda ¢,,, essa sara descritta da un sinusoide di periodo
spaziale A\, = L/n, ragionando analogamente al caso del periodo temporale. Questo numero
¢ detto lunghezza d’onda dell’'onda ¢,. La lunghezza d’onda e la frequenza soddisfano la
relazione, rispetto alla velocita di fase: A\ v, = c.
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6.5 Il problema su R x [0, L] con condizioni al bordo di annulla-
mento (e di Dirichlet)

Consideriamo ora il problema di determinare le soluzioni dell’equazione di Klein-Gordon o D’A-
lembert nell’insieme R x [0, L], una volta imposte condizioni iniziali e condizioni di annullamento
ai bordi del compatto [0, L]. Questo caso ¢ fisicamente pit interessante del precedente, dato che
sistemi fisici comuni descritti dall’equazione di D’Alembert (es. le corde della chitarra), obbedi-
scono a tali condizioni al contorno. L’esistenza di soluzioni sara provata facendo uso della teoria
della serie di Fourier sviluppata precedentemente. Alla fine discuteremo brevemente anche il
caso di condizioni di Dirichlet generiche, dato che si puo ricondurre al caso di condizioni di
annullamento.

6.5.1 Teorema di unicita.

Abbiamo un primo teorema di unicita che si pud enunciare in modo piu generale anche am-
mettendo che l'equazione di Klein-Gordon abbia un termine di sorgente a secondo membro,
lasciando immutata la dimostrazione, come e facile rendesi conto.

Teorema 6.9.  Si consideri il sequente problema su R x [0, L] con p > 0 costante fissata,

102 0?
_672(97;2)0—1_87;5_“250:0’ (PECQ(RX [0,L},C),
e(t, L) =¢(t,0) =0 VieR, (6.63)
<§(0,1‘) =¢o(x) Vxel0,L],
a—f(o,x) =¢1(z) Vrelo, L],

dove ¢g € C?([0, L],C) e ¢1 € C1([0, L],C) sono funzioni assegnate che soddisfano le condizioni
di annullamento al bordddl:

2 2
60(0) = o) =0, T20) = LR (1) =0 (6.64)
61(0) = 62(1) = 0. (6.65)

Se esiste una soluzione al problema posto, essa & unica. In particolare, se i dati iniziali ¢g e P1
sono funzioni a valori reali, la soluzione v, se esiste, é a valori reali. {

Dimostrazione. Se una soluzione ¢ del problema, ammesso che esista, ¢ complessa, possiamo
sempre decomporla in parte reale ed immaginaria: ¢(t,x) = Rep(t,x) + iIme(t,z). Data la
natura reale dell’equazione di Klein-Gordon, avremo anche che la parte reale Rep e quella imma-
ginaria I'm, che sono funzioni reali con la stessa regolarita di ¢, soddisfano la stessa equazione

®La seconda delle condizioni in (6.64) deve essere imposta a causa delle condizioni di annullamento al bordo
di ¢ scritte sopra e della forma dell’equazione differenziale stessa valutata a ¢ = 0.
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di Klein-Gordon separatamente. Inoltre soddisfano le condizioni al contorno di annullamento e
si raccordano, separatamente, alle parti reali ed immaginarie dei dati iniziali per costruzione. In
base a cio ¢ sufficiente provare il teorema di unicita nel caso di ¢ reale (cioe per la parte reale ed
immaginaria di ¢ separatamente, quando ¢ & complessa). Assumiamo dunque di lavorare con
funzioni reali soluzioni del problema considerato con dati iniziali reali. La dimostrazione della
proprieta di unicita, e, escluso un punto, uguale a quella del teorema ponendo (a, B) := R,
D :=[0, L]. L’unica differenza & che ora, se ¢ & la differenza di due soluzioni del problema posto,

l'identita
T a¢
dt —V¢ )| -ndS(z)=0
0 +op \ Ot

nella dimostrazione del teorema si scrive ora nella forma semplificata che deriva dalla ([5.20)):

; Ot oz
e questa identita vale banalmente in virtu delle condizioni di annullamento al bordo imposte
sulle soluzioni del problema e quindi su ¢.
Se la parte immaginaria dei dati iniziali ¢ nulla, una soluzione del problema per la parte im-
maginaria di ¢ ¢€la soluzione ovunque nulla. In base alla proprieta di unicita della soluzione,
concludiamo che questa e I'unica soluzione e che quindi la parte immaginaria della soluzione
(complessa a priori) ¢ ¢ identicamente nulla. O

6.5.2 Esistenza delle soluzioni per dati iniziali sufficientemente regolari.

Passiamo ora ad un teorema di esistenza la cui dimostrazione sfrutta il teorema [6.8 di esistenza
nel caso di condizioni al contorno periodiche ed un trucco piuttosto ingegnoso. Cominciamo con
un lemma.

Lemma 6.3.  Nelle stesse ipotesi del teorema[6.7 di unicita per il problema con condizioni al
bordo periodiche, se le condizioni iniziali ¢g e ¢1, oltre a soddisfare le ipotesi del teorema, sono
funzioni dispari, allora la soluzione @, se esiste, € anch’essa una funzione dispari nella variabile
T, Cloé:

o(t,z) = —p(t,—x), ¥Y(t,z) e Rx[-L/2,L/2]. (6.66)
¢

Dimostrazione. Sia ¢ la soluzione, ammesso che esista, del problema (6.47]), con condizioni ini-
ziali ¢ € C?([~L/2,L/2],C) e ¢y € C*([-L/2,L/2],C) date da funzioni dispari che soddisfano
i vincoli al contorno ([6.48]) e (6.49)). Consideriamo la funzione, definita su R x [-L/2, L/2]:

O(t,z) == p(t,x) + @(t,—x) .

La soluzione ¢ € una funzione dispari nella variabile x se e solo se ® ¢ identicamente nulla. Dimo-
striamo che ® & la funzione nulla se valgono le ipotesi del lemma. Si osservi che, per costruzione
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® € C%(R x [-L/2,L/2],C). Inoltre, dato che nell’equazione di Klein-Gordon appaiono le deri-
vate seconde unicamente, la funzione (t,z) — (¢, —z) soddisfera ’equazione di Klein Gordon
(dato che ¢ soddisfatta da ), infine, come & facile verificare, dato che la riflessione z — —x ¢
eseguita rispetto al centro del segmento [—L/2, L/2], la funzione (t,z) — ¢(t, —z) sara periodi-
ca (con la sua derivata prima spaziale) ai bordi di tale segmento, dato che lo ¢ ¢. Sommando
membro a membro le due equazioni di Klein-Gordon per ¢(t,x) e ¢(t,—x), otteniamo che
2 2
—%6—§+8—§—u2®:0.

c? Ot ox
® soddisfera anche le condizioni di periodicita ai bordi perché somma di funzioni periodiche.
Per costruzione la funzione ® soddisfa infine:

29
ot

dato che le condizioni iniziali per ¢ sono per ipotesi delle funzioni dispari e quindi:

0(0,2) = ¢(0,2) + ¢(0, —z) = ¢o(x) + ¢o(—2) =0,

®(0,2) =0 (0,2) =0, Vxe[-L/2,L/2],

e anche
(0:@)(0,z) = (Opp) (0, ) + (9pp) (0, —2) = ¢1(x) + ¢1(—2) = 0.

In definitiva ® € C?(R x [~L/2,L/2]) soddisfa I'equazione di Klein-Gordon, con dati iniziali
nulli e condizioni periodiche al bordo. Usando il teorema concludiamo che questa deve essere
I'unica soluzione del problema detto, ma allora deve coincidere con la soluzione banale data dalla
funzione ovunque nulla, notando che la soluzione nulla risolve lo stesso problema (con le stesse
condizioni iniziali ed al bordo). O

Possiamo ora enunciare e provare il teorema di esistenza. L’idea della dimostrazione ¢ trasfor-
mare il problema con condizioni al bordo di annullamento in un problema con condizioni al
bordo periodiche, ma definito su un dominio spaziale piu grande. La soluzione determinata nel
dominio piu grande, che sappiamo esistere per il teorema ristretta al dominio iniziale, sara
la soluzione del problema.

Teorema 6.10.  Si consideri il problema con condizioni al contorno di annullamento
per la funzione p € C%(R x [0, L],C) con u > 0 costante fissata.

Se si assume che i dati iniziali soddisfino ¢g € C?([0,L],C) di classe C3 a tratti su [0,L] e
¢1 € CY([0, L],C) di classe C? a tratti su [0, L] e che valgano le condizioni di annullamento al
bordo sui dati inizial e , allora esiste (ed é unica) una soluzione ¢ al problema. {

Dimostrazione. Prima di tutto notiamo che tutti i risultati che abbiamo provato fino ad ora su
R x[—L/2,L/2], inclusi i teoremi di esistenza ed unicita in presenza di condizioni al bordo perio-
diche, valgono se si sostituisce [—L/2, L/2] con un qualsiaso intervallo [a, b], dove a < b. Anche
le formule risolutive sono identiche con I’eccezione che il dominio d’integrazione [—L/2, L/2] (per
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esempio nel calcolo dei coefficienti di Fourier) deve essere ovviamente rimpiazzato da [a, ], ed il
parametro L che appare, per esempio, negli esponenti deve essere sostituito con b — a.
Lavoriamo sul segmento [0, L] che poi raddoppieremo in [—L, L] su cui applicheremo la teoria
provata in [—L/2, L/2] semplicemente rinominando L/2 come L. Estendiamo le funzioni ¢q e
¢1 dal segmento [0, L] a tutto il segmento [—L, L] in modo tale che risultino funzioni dispa-
ri. Indichiamo le funzioni estese in questo modo con ®y e ®;. Ora passeremo dal problema
con condizioni al bordo di annullamento su [0, L] ad un nuovo problema sul segmento allargato
[ L, L] con condizioni al bordo periodiche del quale conosciamo gia un teorema di esistenza. La
soluzione che otterremo in quel caso, ristretta al dominio originale, sara la soluzione del nostro
problema.

Date le proprieta delle funzioni ¢g e ¢1 di annullarsi in = = 0 e di essere, rispettivamente: C? e
C? a tratti la prima, e C! e C? a tratti la seconda, con considerazioni elementari di analisi, si ha
facilmente quanto segue. ®y € C%([—L, L], C) (si noti che, riguardo alle derivate seconde, per il
punto z = 0 vale la che assicura che la derivata seconda in x = 0 esista e sia continua)
ed & di classe C? a tratti su [-L, L], ®; € CY([~L, L],C) ed &di classe C? a tratti su [—L, L].
Infine sono soddisfatte le condizioni di periodicita al bordo di [-L, L]:

2 2
Do(—L) = bo(L) (=0), T0(-1)= 20y, T ()= T (<o)

0P, 0P,
oi(-L)=@i(L) (=0), SH-1)=THL).
Si noti che le condizioni scritte sulle derivate prime sono conseguenza del fatto che le funzioni
®y e ®; sono funzioni dispari e quindi le loro derivate prime (in z) sono funzioni pari, le
rimanenti condizioni sono anche conseguenza delle condizioni di annullamento al bordo delle
funzioni ¢g e ¢1. Possiamo allora invocare il teoremal[6.8| che assicura l'esistenza di una funzione
® € C%(R x [~L, L];C) che soddisfi 'equazione di Klein-Gordon in tale insieme, che si raccordi
con i dati iniziali ®¢ e ®; al tempo ¢ = 0 e che soddisfi condizioni di periodicita

0P 0P
O(t,—L) =d(t, L —(t,—L)=—(,L) VteR.
(t-L)=(t,L), S (t-L)=5 (1) Vie
La soluzione ® & una funzione dispari in z per il lemma [6.3] dato che i dati iniziali sono funzioni
dispari. Quindi, in particolare ®(¢,0) = —®(¢t,—0) = —®(¢,0) = 0 per ogni t € R per il

fatto che ® ¢ dispari. Inoltre essendo ® dispari ma anche periodica su [—L, L], deve valere
contemporaneamente ®(t,L) = —®(t,—L) e ®(¢,L) = ®(t,—L) e quindi ¢(¢,L) = 0 per ogni
teR.

Se allora definiamo ¢(t, ) := ®[ryo 1) (t, ), questa funzione soddisfa per costruzione:

~5am T Ke=0, ¢ € C*R x [0,L],C),
o(1.0) = (1) =0 Vi eR,

o(0,2) = dole) Yz e [0,I),

Oy

E(O,x) =¢1(x) Vxel0,L].

175



ed & quindi una soluzione del problema con condizioni al contorno di annullamento (|6.63) con
dati iniziali ¢g € ¢1. O

Osservazioni 6.8.

(1) Studiamo la forma particolare dello sviluppo di Fourier della soluzione del problema consi-
derato, nel caso in cui il campo ¢ sia reale, dato che si presta a qualche osservazione interessante
dal punto di vista fisico, specialmente nel caso in cui y = 0, cioeé per ’equazione di D’Alem-
bert. Sotto opportune ipotesi di regolarita delle condizioni iniziali, la generica soluzione ® del
problema periodico su R x [—L, L], come sappiamo dal teorema e data dallo sviluppo di
Fourier:

ST s TN

et ” . Net T T
Ot x) = At + Y O et 0L gibnt |
)=+ S .

dove il termine At puo apparire solo se p = 0. Pertanto partiamo con la generica soluzione:

r) = At + Z (07(14')6_@"15 + C(_;L)eiEnt) eﬁ ,

’LTJJ

(6.67)

dove E, = cy/ (%)2 + p? considerando il caso generico p > 0. Dalla dimostrazione del teorema
sappiamo che la soluzione generica del problema con condizioni di annullamento al bordo
su [0, L] si ottiene restringendo la funzione ® a [0, L] sotto 'ipotesi che ® sia dispari. Ma allora
deve valere:

O(t,z) = —P(t,—x) = —At — Z (qﬁ)efwnt i C(_;l)eiEnt)

nel

(6.68)

Sommando membro a membro con (6.67) e dividendo il risultato a meta si ottiene allora che:

B(t.z) = 'Cq(f) —iEnt -C(:n) iBnt M 6.69
(ta) = 3 (it +iCn ) = 0%

Ora, tenendo conto del fatto che ® e reale, possiamo ancora scrivere che:

- sin (’T—"m)
o(t,x) = B(t,o) =Y ( CiPe=iEnt + i) gilnt ) ALY (6.70)
nez 2L

che, sommata membro a membro con , fornisce:

—Im (C’(+ —Bnt 4 C’(:n)eiE"t) sin (Lm> .

O(t, ) 17

-y

nez

(£) (£

Se infine definiamo CY,) = oy, ) + zﬁn , e decomponiamo gli esponenziali complessi e
cos(Ent) + isin(Ey, t) con un semplice calcolo, I'identita trovata si riduce a:

B(t.) = o= 3 [(0fF) o) sin(Eur) (7 + 447 cos(Eun)] sin (T

neL

+iBnt _
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Possiamo concludere che, per un’ opportuna scelta delle costanti reali A,, e B, etichettate su N,
la soluzione del problema con condizioni di annullamento al bordo di [0, L] ha la struttura, se
(t,z) e R x [0, L]:

o(t,z) = \/127; neg\:{o} [Ay, sin(Ent) + By, cos(Ey,t)] sin <LZ$) , (6.71)

con A, = (oh(f) —agf)) - (Ol(jz) —a(:n)) eB, = (5(_2) —1—6(:,1)) - (BT(f) +B7(f)) e dove abbiamo omesso
i termini con n = 0 dato che non forniscono alcun contributo essendo sin(70z/L) = 0, inoltre
abbiamo tenuto conto del fatto che E,, = E_,,, sin (”fx) = —sin (%) e questo consente di
sommare sui naturali invece che sugli interi raccogliendo i coefficienti opportunamente.

Per inciso, come segue subito dalla cambiando nome ai coefficienti e raccogliendoli tenendo
ancora conto del fatto che E,, = E_,, e che sin (”Zm) = — sin( mm) la vale banalmente
anche nel caso in cui si lavori con soluzioni complesse, pur di pensare i coeﬂimenti A, e B, come
numeri complessi. Infine, usando la formula di Eulero nell’espressione trovata (con A, e B,

complessi), si ha anche che la soluzione generale complessa si puo riscrivere come:

_ b ()it | (=) giint] gip (T
o(t,z) = \/ﬁneg\;{o} [DnJre Ent 1 p{-)eit t} sm( T ) , (6.72)

dove, ancora, D%i) € C (I'unica differenza sostanziale con la e che ora la somma su n e
eseguita solo sui naturali non nulli invece che su 7).

Tornando a , nel caso esplicitamente reale, mostriamo ora come individuare i coefficienti A,
e B, in funzione dei dati iniziali. Con la stessa procedura che abbiamo usato nella dimostrazione
del teorema si riesce facilmente a dimostrare che la serie di sopra converge uniformemente, si
puo derivare sotto il segno di somma nella vartiabile ¢ ottenendo una serie che converge ancora
uniformemente:

1

9 . . (TN
agp(t, x) = o1 ENZ\{O} [A,, cos(Ent) — By sin(Eyt)] Ey, sin (T) .

Specializzando le due serie per ¢t = 0 si ha allora il legame con i dati iniziali:

b0l Z B, sin (ﬂ'nx) . b1(x) = \/;T Z E, A, sin (%) )

neN\{O} neN\{0}

™mx

Moltiplicando entrambe le espressioni per sin ( ) ed integrando su [0, L], passando il simbolo
di integrale sotto quello di serie, dato che cio € concesso per via della uniforme convergenza della
serie, si trova infine:

n_\f/sn ””x ¢>o( \/;/sm m ¢1( )dz Vne N\ {0}, (6.73)
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dove abbiamo tenuto conto dell’identita (vedi la sezione [C|in Appendice)

/OL sin <WT£$> sin (@) dr = génm , Vm,n €N\ {0}.

L

(2) Consideriamo esplicitamente il caso dell’equazione di D’Alembert, p = 0, per cui F,, = ¢ |%|
In questo caso ¢ si pud pensare come la deformazione trasversale di una corda oscillante con
estremi bloccati alla stessa quota sul segmento [0, L]. La decomposizione di p(t,z) e
interessante perché non e data in termini di onde regressive o progressive, come quelle che
appaiono nella decomposizione della soluzione per il problema con condizioni periodiche in [0, L]:

2mm 2 2
T 2—iEnl) _ (og (%n(z: - ct)) + isin <%n(3: - ct)) con n > 0,

L027Tn 271-’” .. 27Tn
eF L e —iEnt) _ (g (T(x + ct)) +isin <T(ac + ct)) sen <0.
Invece appaiono soluzioni dette onde stazionarie o armoniche (che non si vedono “propagare”
nelle due direzioni come invece accade nel caso di condizioni periodiche):

™X cTn ™.

wn(t, ) = Ap sin (?t) sin (T) By, cos <Tt> sin (Tg’) , YneN\{0}. (6.74)

Queste onde hanno frequenze temporale:

_cn
Un = E ’

dette frequenze proprie o frequenze di risonanza della corda. Analogamente a quanto
fatto per le condizioni periodiche si definisce anche una lunghezza d’onda associata a ciascuna
onda stazionaria (il periodo spaziale ciascuno dei due addendi a secondo memebro di (6.74))
etichettata dal numero naturale n, con lo stesso significato fisico che per le soluzioni elementari
con condizioni periodiche,

2L

=—.

An

Si osservi che vale ancora
Aln = C.

A differenza delle soluzioni elementari analoghe trovate per lo sviluppo delle soluzioni con con-
dizioni periodiche, nelle onde stazionarie vi sono punti nello spazio (tra i quali gli estremi del
segmento [0, L]), detti nodi, in cui le onde si annullano per ogni valore del tempo. Le n + 1

posizioni x,(cn) dei nodi sono ottenute risolvendo sin(ﬂn:):én) /L) = 0su [0, L] ed ottenendo quindi,
per ogni fissato n € N\ {0}, x,(fn) = %L per k=0,1,...,n.
Un altro modo di scrivere la (6.74) e:

Cp, sin (?t + 5n> sin (?) (6.75)
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dove abbiamo introdotto le fasi d,, € (—m, 7] e le ampiezze C,, > 0. Sviluppando la prima delle
due funzioni seno, si ricavano le relazioni che legano i coefficienti reali C,,, §,, ai coefficienti reali
A, By:

Cpcosd, =A,, C,sind, =B8,.

La corrispondenza tra le coppie (Cp, 6,,) € (0,+00) X (—m, 7] e le coppie (A, By) € R?\ {(0,0)}
risulta essere biunivocdf]

(3) Il teorema di esistenza provato richiede ipotesi abbastanza forti sulla regolarita delle con-
dizioni inziali, sicuramente piu forti di quelle usate nel precedente teorema di unicita. E pero
possibile indebolire queste ipotesi usando procedure matematiche pili avanzate esattamente come
gia osservato per il caso del problema con dati al bordo periodici.

6.5.3 1l caso di condizioni al bordo di Dirichlet

Passiamo a considerare brevemente il caso di condizioni di Dirichlet generiche invece che di
annullamento e con termine di sorgente. Studieremo il problema dell’esistenza della soluzione
nel prossimo capitolo in un ambiente pit generale. Ci restringiamo qui a provare un teorema di
unicita.

Teorema 6.11.  Si consideri il sequente problema su R x [-L/2,L/2] con pu > 0 costante
fissata,
1% Y 2
202 "o M v=h, peC(Rx[-L/2,L/2],C),
@Z)(Oaiv) = IJZ)O(‘T) Vo € [_L/27 L/2] )

%(O’;p) = ¢1($) Vl' c [_L/27L/2] )

dove h € C°([-L/2,L/2],C), v € C*([-L/2,L/2],C), ¢ € C([-L/2,L/2],C), f,g € C*(R)

sono funzioni assegnate che soddisfano le condz’zionﬂ:

Yo(=L/2) = f(0),  ¢o(L/2) = g(0),

2 2
TR L2 = 1 0) + W 10) +hO0,-L/2), TEL/2) = 5" (0) +129(0) + (0,1 /2)
(6.77)

W(L/2) = 110), a(-L/2) = 4 (0). (6.79

Se esiste una soluzione al problema posto, essa € unica. In particolare, se i dati iniziali g, 11,
h e f,g sono funzioni a valori reali, la soluzione 1, se esiste, ¢ a valori reali. $»

5Non ¢ altro che la corrispondenza che associa coordinate polari piane e coordinate cartesiane piane.
"La seconda riga delle condizioni in (6.77) deve essere imposta a causa delle condizioni al bordo di ¢ scritte
sopra e della forma dell’equazione differenziale stessa valutata a t = 0.

179



Dimostrazione. E la stessa data per il teorema dato che la differenza di due soluzioni del
problema considerato ¢ una funzione che risolve il problema con condizioni al bordo di annulla-
mento e in assenza di sorgente. O.

Per quanto riguarda l’esistenza delle soluzioni proviamo che la questione puo essere riportata al
problema con dati al bordo nulli, a parita di tutte le altre condizioni. Vale infatti la seguente
proposizione.

Proposizione 6.4.  Si consideri il problema su R x [—L/2,L/2] con condizioni di Dirichlet
dato dalla assumendo le condizions e . Y € una soluzione di tale problema
se e solo se la funzione:

L -2z L+ 2x
ti
2L (*) 2L

o(t, ) = Y(t x) - 9(t)

soddisfa il problema con condizioni di annullamento al bordo dato dalla

1 82@ 62(,0 2 2
—C*Qﬁ‘f‘@—/i(p—k, (,OEC(RX[_L/ZL/QL(C))
o(t,—L/2) = ¢(t,L/2) =0, VteR,
©(0,2) = ¢o(x) Vae[-L/2,L/2],

%(O’.x) = qbl(a:) Vr € [_L/27 L/2] ’

(6.79)

dove ¢pg € C?*([~L/2,L/2],C) e ¢1 € CY([~L/2,L/2],C) sono funzioni assegnate che soddisfano
le condizioni di annullamento al bordo e con condizioni iniziali:

dola) = vo(a) — L2 F(0) = LR 0), ba(e) = (o) — Lo P 0) - L2 0),

e termine di sorgente:

1 [L—2x L+ 2z L -2z L+ 2x
90| —u? |

k(t,x) = h(t,z) — = () + 5T 5T f(t) + 5T

t
2|31 g(t)

Dimostrazione. La dimostrazione si esegue immediatamente per verifica diretta. O
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Capitolo 7

Introduzione ai metodi dell’analisi
spettrale e qualche applicazione
all’acustica musicale.

In questo capitolo introdurremo alcune idee base delle procedure di soluzione dell’equazione di
D’Alembert basate sulla teoria spettrale dell’operatore di Laplace. Alla fine useremo alcuni
dei risultati trovati in questo e nel precedente capitolo per introdurre, molto generalmente,
qualche elemento di acustica fisica. In particolare discuteremo, in modo un po’ idealizzato, il
funzionamento di alcuni strumenti musicali.

7.1 Generalizzazione della procedura di soluzione con la serie di
Fourier su domini pitu generali.

Consideriamo il caso in cui si voglia studiare I’equazione di D’Alembert per una funzione u =
u(t,x) di classe C?(R x D), in generale con sorgente S = S(t,x) assegnata di classe C°(R x D):

1 9%u

dove D C R™ ¢ un insieme aperto connesso a chiusura compatta con bordo dato da una superficie
n—1 dimensionale C"X’ﬂ orientabile, richiedendo che le soluzioni soddisfino condizioni di Dirichlet
di annullamento su dD:

ulgp (t,x) =0 per ognit € R. (7.2)

Tale richiesta implica che debba valere la condizione di compatibilita STsp (¢,x) = 0. Supporre-
mo infine che valgano condizioni inziali uy € C?(D) e u; € C'(D) compatibili con le condizioni

! Quasi tutto quello che diremo funziona anche se tale superficie &8 C* a tratti come vedremo nel caso particolare
in cui D C R? & un rettangolo (e D & una curva). Dato il carattere elementare di questo corso non entreremo in
questo genere di dettagli matematici.
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di annullamento al bordo:

ou
ot
Anche se ci limiteremo alla situazione sopra esposta, si potrebbero fare considerazioni analoghe
per altri tipi di condizioni al bordo; quanto diremo si puo inoltre estendere facilmente al caso
dell’equazione di Klein-Gordon.

Nella casistica che considereremo ricade in particolare la teoria della corda vibrante ad estremi
fissi discussa nel capitolo precedente; in tal caso D = [0, L] e u rappresenta la (piccola) deforma-
zione trasversale della corda. La teoria che considereremo include anche il caso di una membrana
(di estensione limitata) vibrante a bordo fissato (vedi la sezione . In tal caso D C R? ¢ la
proiezione sul piano orizzontale della membrana e u misura la (piccola) deformazione verticale
(trasversale) della membrana. Il bordo della membrana € tenuto fermo, cioe u si annulla su 9D.
Nel seguito ci occuperemo di descrivere una procedura che porta a costruire esplicitamente una
soluzione della per assegnati dati iniziali e quando siano soddisfatte le condizioni al
bordo . Tuttavia non potremo entrare in tutti i dettagli matematici necessari, dato che cio
richiederebbe tecniche avanzate di analisi funzionale ed in particolare di teoria spettrale [Mol§].
In ogni caso le idee che esporremo saranno sufficienti per descrivere il fenomeno fisico della
risonanza che ha importanti conseguenze in fisica.

u(0,x) = up(x) , (0,x) =wu1(x) perognixe D. (7.3)

7.1.1 Autofunzioni del laplaciano con condizioni di Dirichlet e serie di Fourier
generalizzata.

Assumendo che l'insieme D C R"™ sia scelto come precisato sopra, definiamo il dominio per
I’operatore di Laplace in modo da tenere automaticamente conto delle condizioni di annullamento
al bordo (estendendo la teoria al caso di funzioni a valori complessi):

D:={feCD;C)NC*(D;C)| flap=0, Af € Z*(D,d"z)} (7.4)

Questo insieme e evidentemente uno spazio vettoriale complesso.
Consideriamo I'operatore di Laplace A : D — C°(D;C). Su questo dominio I'operatore A &
hermitiano rispetto al prodotto scalare di L?(D;d"z), cio¢ vale:

(flAg) = (Aflg) se f.g€D, (7.5)
dato che cio equivale a scrivere:

/ngd”:c:/Afgd"x se f,g €D, (7.6)
D D

che, a sua volta, segue immediatamente dalla definizione di D e dalla seconda identita di Green
del teorema 2.7 dato chd?

/ngd"x—/Afgd"x:% (?Vg—gV?)wzdS:O essendo f =g =0sudD.
D D +dD

*Notare che Af g e f Ag sono in .Z*(D,d™z) dato che Af, Ag € £*(D,d"z) per ipotesi ¢ f,g € £L*(D,d"x)

essendo funzioni continue su un compatto.
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Un’autofunzione ¢, di A con il dominio detto ¢ una funzione in D (a valori complessi quindi)
non identicamente nulla tale che valga l'identita:

Apy = Aga, (7.7)

per qualche A € C, detto autovalore di ¢.

Si osservi che se ¢, € autofunzione associata a A, ogni altra funzione c¢y, con ¢ € C e ¢ # 0
¢ ancora autofunzione dello stesso autovalore. Tuttavia tutte queste autofunzioni sono linear-
mente dipendenti per costruzione quando viste come vettori nello spazio vettoriale complesso
D. Comunque, in generale, puo capitare di avere piu autofunzioni linearmente indipendenti
associate allo stesso autovalore. Il sottospazio vettoriale di D generato dalle autofunzioni di un
fissato autovalore si dice autospazio di quell’autovalore.

Proposizione 7.1.  Coseguentemente alle ipotesi fatte su D ed alla definizione di D wvalgono
i sequenti fatti:

(a) gli autovalori di A sono reali,

(b) gli autovalori di A sono strettamente negativi,

(c) le autofunzioni corrispondenti ad autovalori differenti sono ortogonali.

(d) le autofunzioni sono funzioni C*°(D) (piu fortemente sono funzioni analitiche su tale
insieme aperto). <

Dimostrazione. Per quanto riguarda la prova di (a) e (b) abbiamo che:

A(6alén) = (62]06) = /D GrAiy d'e = /D V. (BaVén) de — /D Vor - Vo d'a

:—/vm-vmd%,
D

dove, nell’ultimo passaggio, abbiamo trascurato un integrale dato che ¢ nullo come banale
conseguenza del teorema della divergenza e del fatto che ¢, si annulla su dD. Abbiamo ottenuto:

3 1oPae == [ 96l
D D

Si osservi che l'integrale a primo membro & strettamente positivo, dato che, per ipotesi ¢y non
¢ ovunque nulla (che equivale a dire che non & quasi ovunque nulla dato che ¢ continua). Ne
segue che —A > 0. Se fosse A = 0, la stessa identita trovata sopra proverebbe che Vo, = 0
quasi ovunque e quindi ovunque, dato che ¢, € C'(D;C). Di conseguenza avremmo che ¢y
sarebbe costante sull’aperto connesso D. Il fatto che ¢, si annulli sul bordo insieme all’ipotesi
di continuita su tutto D implicherebbero che ¢y = 0 ovunque, cosa impossibile.

Per provare (c) basta osservare che, dalla definizione di autofunzione:

(A=) /D b d' = /D [(ABY) b — GxAdy] de =0
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a causa, come prima, della seconda identita di Green. Se A # X, I'identita trovata implica che
deve valere necessariamente:

(OrldN) = /Dﬁb/\(%)%/(ﬂ:) d'z=0.

Riguardo alla prova di (d), possiamo lavorare separatamente con la parte reale ed immaginaria
delle autofunzioni dato che gli autovalori A e i coefficienti di A sono reali. Se dunque Agy—Apy =
0 (con A < 0), la funzione ® = ®(x,x) := eV "*7¢,(x) ¢ armonica in n + 1 variabili sull’aperto
connesso §2 := R x D, come si verifica subito calcolandone il laplaciano in n + 1 variabili che
risulta essere

A(x,x)q)(xa X) = e\/jx (Ax¢)\ - )\¢)\) =0.

® ¢ dunque analitica reale su €2 per il Teorema [3.3] in particulare ¢ C'°*° sul suo dominio. La
funzione ¢y = ¢x(x) = eV ¥P(x, x), che & costante nella variabile 2, & quindi una funzione
C® e analitica su D, in particolare C'*°. O

L’insieme degli autovalori di A costituisce il cosiddetto spettro puntuale di A, che si indica
con o,(A). Si osservi che gli elementi di tale insieme dipendono strettamente dal dominio che
abbiamo scelto per A.

Osservazioni 7.1. Nelcasodi D = [0,L] e A = % quanto trovato sopra si riduce a fat-

ti che abbiamo gia verificato. In quel caso gli autovalori sono della forma A\, = — (%)2 con

n = 1,2,..., e corrispondenti autofunzioni con norma unitaria e a due a due ortogonali sono
T™T

on(z) == \/% sin (T72).

Nel caso di D = [0,L] e A = %, le autofunzioni del laplaciano, divise per la loro norma,
in modo da definire vettori di norma unitaria, e quozientando lo spazio .Z?([0, L], dz) rispetto
alla relazione di equivalenza che identifica funzioni che differiscono su insiemi di misura nulla,
risultano individuare una base hilbertiana di L?([0, L], dx). Ci si pud chiedere se questo sia un
fatto generale. La risposta & positiva: 'insieme degli autovettori ¢, del laplaciano A con le
ipotesi fatte su D e D, se pensati come elementi dello spazio di Hilbert L?(D;d"z), costituisce
una base Hilbertiana di tale spazio. La prova di questo notevole fatto € un caso particolare del
teorema di decomposizione spettrale per operatori non limitati densamente definiti [Mol8§]. Si
prova piu precisamente la seguente proposizione, estendibili a contesti molto piu generali. Non
daremo la dimostrazione di questo risultato che ¢ abbastanza difficile, eccetto I'ultimo punto che
¢ elementare.

Proposizione 7.2.  Se A ¢ definito sul dominio D (quindi con condizioni di annullamento)
con D C R"™ che rispetta le ipotesi suddette, gli autovalori X € o,(A) ed i corrispondenti auto-
vettori ¢y di A soddisfano i fatti sequenti.

(a) Si possono ordinare in una successione decrescente che diverge a —oo:

O>A>X> > A > —00.
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(b) Per ogni autovalore A € o0,(A) lautospazio corrispondente ha dimensione finita dy ed
ammette una base ortonormale di autovettori ¢y o, o =1,...dy. Se si definisce:

allora vale la stima di Weyl:

N(A)  Vol(B™) Vol(D)
An/2 — (27r)n

se A = +oo,

dove Vol(M) := fM d"z e B™ ¢ la palla unitaria in R™. Se rappresentiamo gli autovalori come
la successione non crescente

0>M2>X 2> 2> — —00,

dove ogni valore appare esattamente un numero di volte pari a dy,, allora vale l'ulteriore stima
di Weyl
2
N2 e
k Vol(B™) Vol(D)
(c) L’insieme degli autovettori {dx o} reo,(A),a=1,....d, individua una base hilbertiana di L?(D;d"z).
(d) Possiamo sempre scegliere i vettori ¢y o come funzioni a valori reali. <

se k — +oo.

L’ultima affermazione segue dal fatto che, se ¢), € D soddisfa A¢y, = Apy, allora va-
le anche, essendo A € R, AQST,Q = Apx. Pertanto un insieme di generatori dell’autospa-
zio finitodimensionale associato a A, di dimensione dy, ¢ sicuramente dato dalle funzioni reali
{(Pra + R) ; 1(dra — dra)ta=1,..d,- Sinoti I'insieme non ¢ linearmente indipendente dato
che contiene 2dy elementi invece che dy. Tenuto conto di come ¢ fatto il prodotto scalare, la
procedura di ortogonalizzazione di Gramm-Schmidt applicata a questo insieme di generatori
costruisce una base ortonormale di funzioni reali dell’autospazio considerato.

Il fatto che l'insieme di autofunzioni ¢ costituisca una base hilbertiana di L?(D;d"x) implica
che, nel senso della convergenza di tale spazio di Hilbert, se f € L?(D;d"z), abbia senso lo
sviluppo di Fourier generalizzato:

dx

f = Z lf)\,a¢)\,o< dove f)\,a = (f)\,a’f) = /D¢)\,a(x)f(x) d"z. (78)

A€op(A) a=

I coefficienti f , sono i coefficienti di Fourier (generalizzati) di f rispetto alla base hilber-
tiana dei vettori ¢y .

Osservazioni 7.2.
1) Sotto opportune ipotesi di regolarita sull’aperto connesso D C R™ nel quale si cercano
g
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le autofunzioni di A con condizioni di annullamento al bordo, si riesce a dimostrare che la
dimensione dell’autospazio del primo autovalore di A & sempre 1 e che ogni autofunzione di tale
autospazio non si annulla mai se non su dD. Per quanto riguarda le autofunzioni dei rimanenti
autospazi, esse si annullano su sottoinsiemi dell’insieme aperto e connesso D che non contengono
punti interni, dato che sono funzioni analitiche per (d) del Teorema e che vale la proposizione
3.3l

(2) Come nel caso di D = [0, L], se sono soddisfatte ipotesi sui coefficienti fy o che assicurano la
convergenza puntale della serie in , la funzione f a primo membro in deve soddisfare
le condizioni di annullamento al bordo f[gp= 0 dato che tali condizioni sono soddisfatte da
tutte le funzioni ¢, , che appaiono nella serie.

(3)* 1 fatto che {dxalreo,(A)a=1,..d, C D sia una base hilbertiana di L?(D,d"r) implica
immediatamente che D sia denso in L?(D, d"x) nella topologia metrica di quest’ultimo. Partendo
da questo fatto € possibile provare che A definito su D, pensato come sottospazio denso di
L?(D,d"z), goda della proprieta di essere essenzialmente autoaggiunto [Mol8], che rinforza la
proprieta di hermiticita gia menzionata.

7.1.2 *Autofunzioni dell’operatore di Laplace-Beltrami su una varieta rie-
manniana.

Consideriamo ora il caso trattato nella sezione [5.1.3] in cui si lavorava con una funzione u =
u(t,p) che descriveva le piccole deformazioni di una superficie chiusa M C R? rappresentate un
tamburo di topologia arbitraria. In tal caso I'operatore laplaciano viene sostituito dall’operatore
di Laplace-Beltrami associato alla metrica g indotta da quella standard in R? su M.

Pit1 in generale considereremo il caso di una varieta C°° connessa e compatta, M, di dimensione
n e dotatata di una metrica riemanniana ¢ di classe C°. Indicheremo con AM9) T'operatore
di Laplace-Beltrami costruito con la connessione di Levi-Civita associata a g. In coordinate
locali ', ..., 2™, in cui la metrica ¢ individuata dalla matrice di coefficienti gij(z!, ... 2™) e con
inversa la matrice di coefficienti g%/ (x!,...,2™) come ben noto vale:

" 19 (. 0
AGIS), — 3 (o9 Vactgu) | (7.9)
i,5=1 Vdet g 9z’ O’

dove il determinante ¢ quello della matrice di coefficienti g;;. Definiamo il dominio per I’operatore
di Laplace-Beltrami come:
Dyr := C*(M;C) (7.10)

Si noti che non ci sono condizioni al controno da imporre dato che la varieta M non ha bordo.
Questo insieme e evidentemente uno spazio vettoriale complesso.

Su questo dominio 'operatore A(M:9) & hermitiano rispetto al prodotto scalare di L?(Dyy; dvM:9))
dove v(M:9) ¢ la misura di Borel associata a g su M, cioe vale:

(f (NM@ g) - (A(M’g)f’g> se f.9 € Das, (7.11)
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che segue immediatamente dalla definizione di Djs e dalla seconda identita di Green rispetto
alla derivata covariante di Levi-Civita, tenuto conto del fatto che 9M = @. Un’autofunzione
dx di A9 con il dominio detto & al solito una funzione in Dy, (a valori complessi quindi) non
identicamente nulla tale che valga I’identita:

AMD g, = Apy (7.12)

per qualche A € C, detto al solito autovalore di ¢,.
Il sottospazio vettoriale di Dj; generato dalle autofunzioni di un fissato autovalore si dice al
solito autospazio di quell’autovalore.

Proposizione 7.3.  Cosequentemente alle ipotesi fatte su M ed alla definizione di Dys valgono
i sequenti fatti:

(a) gli autovalori di AM9) sono reali,

(b) gli autovalori di AM9) sono strettamente negativi eccetto uno che ¢ nullo,

(c) le autofunzioni corrispondenti ad autovalori differenti sono ortogonali. <

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ la stessa che per la proposizione usando la derivata
covariante invece che quella ordinaria, osservando che in ogni caso esiste sempre un autovalore
nullo che ha una qualsiasi funzione costante non nulla su M come autofunzione. O

L’insieme degli autovalori di AL9) costituisce al solito lo spettro puntuale di A(M:9) Up(A(M ’g)).
Come nel caso pil elementare discusso precedentemente, I'insieme degli autovettori ¢y di AM9)
con le ipotesi fatte su M e Dy, se pensati come elementi dello spazio di Hilbert L?(M; dvM ’9)),
costituisce una base Hilbertiana di tale spazio. Si prova pili precisamente la seguente proposi-
zione.

Proposizione 7.4. Se AL9) ¢ definito sul dominio Dy con M che rispetta le ipotesi
suddette, gli autovalori A € ap(A(M’g)) ed i corrispondenti autovettori ¢y di AM9) soddisfano i
fatti sequenti.

(a) Si possono ordinare in una successione decrescente che diverge a —oo:

O=XAM>X>---> )\, > —0.

(b) Per ogni autovalore X € Up(A(M’g)) lautospazio corrispondente ha dimensione finita dy ed

ammette una base ortonormale di autovettori ¢y, a =1,...dy. Se si definisce:
N(A) = ) dy,
[An|<A

allora vale la stima di Weyl:

N(A)  Vol(B") Voly(M)
A2 (2m)"

se A - 400,
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dove Voly(M) := fM dv'9) mentre B" ¢ la palla unitaria in R"™. Se rappresentiamo gli autovalori
come la successione non crescente

0>MN>X > 2> — —00,

dove ogni valore appare esattamente un numero di volte pari a dy, , allora vale lulteriore stima
di Weyl
n/2
AL (2m)™

k .
K V(B Valy(a) N T

(c) Linsieme degli autovettori {@x afreo,(A),a=1,....d individua una base hilbertiana di L2(M; dv(M9)),
(d) I vettori ¢y q in (c) possono sempre essere scelti come funzioni a valori reali. {

Dunque, nel senso della convergenza di tale spazio di Hilbert, se f € L?(D;d"x) vale:

dy
= 3 3 hatna dove frai=(fralf) = [ GGl M) (113)
a=1

Aop(A)

I coefficienti f) , sono i coefficienti di Fourier (generalizzati) di f rispetto alla base hilber-
tiana dei vettori ¢y .

Osservazioni 7.3.

(1) Le autofunzioni ¢ o con A # 0 si annullano al piti su sottoinsiemi di M che non contengono
punti interni come nel caso elementare discusso nella sezione precedente (e la prova e simile se
si lavora in coordinate locali).

(2) 11 fatto che {¢x a}reoy(a),a=1,...a, C D sia una base hilbertiana di L2(M, dvM:9)) implica
immediatamente che Dy sia denso in L?(M, dI/(M’g)) nella topologia metrica di quest’ultimo.
Partendo da questo fatto & possibile provare che AM:9) definito su Dy, pensato come sottospazio
denso di L?(M, dV(M’g)) , goda della proprieta di essere essenzialmente autoaggiunto [Mol§].
(3) Dalla prima parte di (b) segue che le funzioni armoniche complesse su M, cioe le funzioni
¢ € C*(M;C) che soddisfano AM9) ¢ — (0 ovunque su M formano uno spazio vettoriale di
dimensione finita: questo spazio vettoriale coincide con I'autospazio di A%9) con autovaleore
nullo.

(4) Si dimostra facilmente, usando il teorema che ogni autovettore di AM9) & in realt
(rappresentabile da) una funzione C*°(M; C) nelle nostre ipotesi su M e g.

7.1.3 Soluzione dell’equazione di D’Alembert con condizioni di Dirichlet tra-
mite analisi spettrale: un caso semplificato.

Basandoci su quanto ottenuto nella sezione precedente, vogliamo cercare di scrivere la soluzione
della (7.1)) per assegnati dati iniziali ((7.3]) e quando siano soddisfatte le condizioni al bordo (7.2)
partendo da uno sviluppo della forma (7.8). Il punto cruciale ¢ che lo sviluppo detto assicura
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automaticamente — purcheé la serie converga puntualmente — che la soluzione soddisfi le condi-
zioni al bordo di annullamento.

Lavoreremo con le seguenti ipotesi semplificatrici: la funzione sorgente S € C°(R x D;C) in
e le condizioni inziali ¢9 € C?(D;C) e ¢1 € C*(D;C) in (7.3) sono assunte ammettere
sviluppi che contengono solo un numero finito di addendi, indipendente da ¢ nel caso della
funzione sorgente S. Faremo 'ulteriore ipotesi semplificatrice (valida in molti casi noti) che le
autofunzioni di A siano elementi di C?(D;C).

Teorema 7.1.  Nelle ipotesi fatte inizialmente su D e assumendo che le autofunzioni di A
siano elementi di C%(D;C), si consideri ’equazione per gli assegnati dati iniziali e
quando siano soddisfatte le condizioni al bordo . Se la funzione sorgente S € C°(R x D;C)
e le condizioni inziali ¢pg € C%(D;C) e ¢1 € C1(D;C) ammettono sviluppi di Fourier (@ che
contengono solo un numero finito di addendi (indipendente da t per la funzione S), allora la
soluzione esiste in C?(R x D;C) ed ¢ unica.

Tale soluzione si esprime come:

u(t,x) =Y ura(t)dra(x), (7.14)
pWeY

dove le ¢y o formano una base hilbertiana di autofunzioni di A su D e le funzioni uy o = uy (%)
sono le soluzioni dei corrispondenti problemi di Cauchy alle derivate ordinarie:

d2u,\,a
dt?

duy

22(0) =l (7.15)

Ny = —02Sha(t) s unal(0) = u),

© 1)

in cut i coefficientiuy - , uy ., sono i coefficienti di Fourier, rispetto alla base hilbertiana suddetta,
delle condizioni iniziali ug e uy rispettivamente e, analogamente:

Shalt) = /D (XSt x) "z (7.16)

%

Dimostrazione. Assumendo che il problema ammetta una soluzione, partiamo dallo sviluppo
della soluzione u. Si osservi che dato che u € C°(D;C) e che D ha misura finita di Lebesgue,
allora u € L?(D,d"z) e pertanto ha senso uno sviluppo del tipo , quindi nel senso della
topologia hilbertiana, per ogni ¢t € R:

u(t,x) =3 tra(t)dra(x). (7.17)
A«

Le condizioni inziali impongono che, per ogni x € D valgano:

u(0,x) = up(x) insieme a %(O,X) =up(x) .
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Ne consegue, in particolare:
0
uxra(0) = U&,L )

(0)

dove i numeri Uy, SONO quelli che appaiono nello sviluppo di Fourier, finito per ipotesi, della
condizione iniziale ug:

up(x) = Y uihdra(x) (7.18)
P We'

Questa identita si deve pensare, in generale, non valida puntualmente, ma nel senso della
topologia di L?

2

/ ug(x) — Z u&%d)A,Q(X) dz -0 if N —= +oo
D IN<N,a=1,....dy

Tuttavia in realta il limite si puo omettere scegliendo IV abbastanza grande, dato che solo un
numero finito di uf\o()x ¢ non nullo. Infine, dato che l'integrando € continuo, si ottiene subito che
I'identita vale puntualmente per ogni x. In tutti gli sviluppi che seguono si puo fare lo
stesso ragionamento che sottointenderemo. Se assumiamo di poter passare la derivata temporale

sotto il segno di serie nello sviluppo di u (7.17)), la seconda condizione iniziale ci dice che:

d’u,)“a
dt

1
(0) =),

(1)

dove i numeri Uy ,, SONO quelli che appaiono nello sviluppo di Fourier (finito per ipotesi) della
condizione iniziale uq:

ur(x) = > ufl) ora(x) . (7.19)
P Wo"
Consideriamo ora lo sviluppo di Fourier (per ipotesi finito) della sorgente
S(t,z) = Sxalt)dra(x). (7.20)
P We'
Le funzioni Sy, = Si(t) sono funzioni continue. Cio segue facilmente dal teorema della

convergenza dominata, dato che tali funzioni sono ottenute come i coefficienti di Fourier:
Shalt) = / Fra(x)S(t, )"z,
D

in cui S € C°(R x D;C), D ha misura finita e le funzioni ®x, SONO continue.
Se assumiamo di poter passare tutte le derivate fino al secondo ordine sotto il segno di somma

in (7.17), 'equazione (7.1]) diventa:

1 d2u>\_a
Z (—02(#2 + Au}\O{) ¢>\,OZ = )\Z SAVO‘QZ))"OZ

A«
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e cioe

1 d?uy
Z <_U2 a2 + Ay — S)\,Oé) (;5)\,(1 =0.

Ao

Consideriamo allora il set infinito di equazioni differenziali:

d2uk’a

du o
5 (0) 2 (0) (1)

- U2)‘“)\,a = _UZSA,a(t) ) u)\,a(o) = u)\ya ) dt = u)\,a :

Osserviamo che ognuna di queste equazioni ammette una ed una sola soluzione definita su tutto
I’asse reale, dato che si tratta di un’equazione lineare del secondo ordine, in forma normale, non
omogenea a coefficienti costanti, con termine noto continuo. Inoltre solo un numero finito di
esse ha soluzione differente dalla funzione identicamente nulla, dato che solo un numero finito
di funzioni Sy , e dati iniziali sono non nulli.

Se indichiamo con Uy o = U) 4(t) le soluzioni delle equazioni suddette, la funzione:

Ut,z) := Z Ura(t)pra(x) ,
Ao

¢ ben definita, dato che la somma ¢ finita, soddisfa I’equazione differenziale, le condizioni iniziali
e le condizioni al bordo (in particolare perché le ipotesi fatte di poter passare le derivate sotto il
segno di somma sono sempre soddisfatte essendo la somma finita). Essa & pertanto una soluzione
della con gli assegnati dati iniziali che rispetta le condizioni al bordo (|7.2)).

Questa € anche 'unica soluzione del problema posto come ora proviamo (e il risultato di unicita
che segue vale anche nel caso si lascino cadere le ipotesi di numero finito di coefficienti di Fourier
dei dati iniziali e della sorgente dato che non useremo tali ipotesi). Si deve osservare che che le
parti reale ReU ed immaginaria ImU della differenza U = u — u’ di soluzioni complesse del no-
stro problema soddisfano la stessa equazione di D’Alembert con sorgente nulla, stesse ipotesi di
regolarita ed al contorno e con dati inziali nulle (perché parti reali ed immaginarie della funzione
nulla). Il teorema di unicita per soluzioni reali implica che ReU e ImU siano separamente
nulle: la funzione zero ¢ sicuramente una soluzione del problema da loro soddisfatto ed ¢ anche
I’unica soluzione per il teorema Concludiamo che 0 = U = u — v/, cio¢ u = /. O

Osservazioni 7.4.

(1) Il risultato trovato per la forma della soluzione funziona nelle ipotesi di sviluppi di Fourier
contenente un numero finito di termini, per la sorgente e per le condizioni iniziali. Tuttavia, con
opportune ipotesi, la procedura puo essere estesa al caso generale, anche quando questi svilup-
pi non sono finiti [VI84]. Ad ogni modo questa generalizzazione utlizza strumenti matematici
(teoria delle distribuzioni) che escono dalla portata di questo corso elementare.

(2) In realta abbiamo gia trovato lo sviluppo studiando il problema di Dirichlet sul seg-
mento. Infatti, lo sviluppo della soluzione dell’equazione di D’Alembert sul segmento con
condizioni di Dirichlet non & altro che lo sviluppo ([7.14)) specializzato a tale situazione quando la
sorgente S e identicamente nulla. Come gia osservato le autofunzioni ¢y sono, in quel caso, date
dai sinusoidi sin(n72/L) moltiplicati per il coefficiente di normalizzazione 1/v/2L. In ,

191



pero, lo sviluppo di Fourier generalizzato sussiste anche quando il numero di termini nello svi-
luppo é infinito come abbiamo visto nel capitolo precedente.

La soluzione generale dell’equazione:

d2uA’a
dt?

— 02)\1@\7& = —025’)\7a(t)

¢ come ben noto data dalla somma della soluzione generale dell’equazione omogenea piu una
soluzione particolare dell’equazione di sopra. La soluzione generale dell’omogenea che, dal punto
di vista fisico, corrisponde all’assenza di sorgente, o piu debolmente all’assenza della funzione
Si,a; ha la forma:

uxo(t) = uf\tz et 4 ug\;ze_ﬂ””*t , (7.21)

(£)

dove u, ; € C sono coefficienti arbitrari e i numeri strettamente positivi:
;

vy = , (7.22)

sono detti frequenze di risonanza o frequenze proprie del sistema descritto dall’equazione di
D’Alembert. Ad ognuna di tali funzioni corrisponde una soluzione dell’equazione di D’Alembert
in R x D, senza sorgente e con condizioni di Dirichlet:

Upo(t,x) = (ug\gei“‘/j}‘t + uf\’:ze*w\/j‘t) Ora(x), (7.23)

Queste soluzioni sono dette modi normali di oscillazione o onde stazionarie del sistema.
Dato che possiamo sempre scegliere le ¢, , come funzioni reali, nel caso in cui stiamo cercando
funzioni reali della nostra equazione differenziale iniziale, conviene riscrivere ((7.23|) come

ura(t,X) = (Axasin(VV/=Xt) + By o cos(V=At)) dra(x) , (7.24)

dove, nel caso si lavori con soluzioni reali, tutte le costanti Ay o e By sono numeri reali. Con
la procedura gia vista nel caso unidimensionale & possibile riscrivere (sempre nel caso reale) il
risultato ottenuto come

U/\,oc(ta X) = C)\,oz Sin(v V—At + 5)\,a)¢)\,a(x) ) (7'25)

dove 0 < Cy o = 4 /Ai’a + B?\’a mentre Ay o, = C) 4080 q € By o = C) osindy,. Nel caso
unidimensionale quanto visto permette di interpretare in altro modo il contenuto di Osservazione
per 'equazione di D’Alembert, per esempio descrivente le (piccole) oscillazioni trasversali di
una corda tesa di lunghezza L, cioé D = (0, L). Una base di Hilbert di L%([0, L], dz) & costituita
dalle funzioni

¢n<x>:¢%sm(m), n=1.2 ...



SBBEUE

60Hz 72Hz 95Hz 109Hz 128Hz 175Hz
240Hz 378Hz 338Hz 352Hz 426Hz 478Hz

Figura 7.1: Modi di oscillazione di una faccia della chitarra individuati dalle linee nodali. Le
frequenze in Hz sono le frequenze di risonanza dei modi normali con le linee nodali disegnate.
In questo caso (vedi Osservazione I’equazione differenziale che descrive le oscillazioni della
faccia & quella di D’Alembert in cui il laplaciano A & sostituito da —A? dato che si lavora con
una piastra invece che con una membrana. La trattazione qualitativa delle soluzioni € pero
essenzialmente identica: in generale & sufficiente rimpiazzare A con —\? nelle formule viste.

Queste sono autofunzioni del laplaciano dd? con condizioni di annullamento al bordo. I corri-
sponednti autovalori sono:
nm 2
An:—(—> C n=1,2,...

L

e le frequenze di risonanza corrispondenti sono

cn
5L
La , nel caso in esame, si riduce alla gia nota espressione per le onde stazionarie della
corda , dove la velocita di propagazione v ¢ indicata con c.

Nel caso generale, ogni autofunzione ¢, , si annulla su superfici di dimensione n — 1 dette su-
perfici nodali.

Nel caso di una membrana oscillante, tali superfici sono dunque delle curve, le linee nodali.
Nel caso di una corda vibrante si tratta di singoli punti: i nodi che abbiamo gia visto. Su questi
sottoinsiemi di D le onde stazionarie sono sempre nulle. E possibile visualizzare sperimental-
mente queste linee nodali nel caso di membrane vibranti o piastre vibranti (vedi Osservazione
con una procedura elementare ma molto ingegnosa inventata nel XVIII secolo dal fisico
tedesco E.F.F.Chladni per dimostrare l'esistenza di modi normali di oscillazione in strutture
estese, e si parla di lastre di Chladni. Riferendosi alle linee nodali si riescono a distinguere, nella
pratica sperimentale, i modi di oscillazione di una piastra.

Vp = n=12,....

7.1.4 Membrana rettangolare e membrana circolare.

Prendiamo ora in considerazione due situazioni bidimensionali nelle quali possiamo esemplificare
la teoria precedentemente sviluppata: ’equazione di D’Alembert per le deformazioni trasversali
di una membrana, piana a riposo, rettangolare o circolare, imponendo ’annullarsi della deforma-
zione sul bordo di essa. Dal punto di vista fisico queste due membrane possono pensarsi come
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le membrane di tamburi. Diamo esplicitamente la forma delle autofunzioni, degli autovalori
dell’operatore di Laplace e delle frequenze di risonanza.

Membrana rettangolare.
Nel caso della membrana rettangolare, di lati Ly e Lo, autofunzioni dell’operatore di Laplace
sono date dalle funzioni con norma unitaria:

Gnm(x,y) = ! sin(nwx>sin<mﬂy>
nm\ V) = AT T, I Lo

I'autovalore corrispondente é:

2 2
nm mm
)\nm:_ ( ) ( ) ) ’ :1727 3o
, [ I + T n,m 3

La verifica di tali fatti € immediata tenendo conto del fatto che:

0? 0?
T ot "oy

Si puo provare che questa classe di autofunzioni determina una base hilbertiana dello spazio
di Hilbert L?([0, L1] x [0, Lo], dzdy). Dalla teoria spettrale [Mo18], il fatto che le autofunzioni
trovate formino una base hilbertiana implica automaticamente che non ci possono essere altri
autovalori del laplaciano (con le condizioni al bordo dette) oltre a quelli menzionati sopra.

Le frequenze di risonanza per piccole deformazioni di una membrana rettangolare di lati L e
Lo sono dunque date da:

2 2
v nm mm
nm — 5_ T e , s :1,2, . 2
“n, 271\/<L1) +(L2) L 3 (7.26)

Membrana circolare.

Passiamo a considerare il caso di una mambrana circolare di raggio r9 > 0. In questo caso
conviene lavorare in coordinate polari piane 6, r centrate nel centro della memebrana. In queste
coordinate 1'operatore di Laplace si scrive:

AL 9? L1 o 0

= ===+ -—=7r—.
2002  ror Or

Vista la simmetria del sistema, conviene provare a cercare autofunzioni della forma semplificata:

#(0,r) = ©(0)R(r), dove la funzione di 6 deve “chiudersi” dopo un giro completo, cioe deve
avere periodo 27 o un multiplo intero di tale numero. L’equazione agli autovalori,

Ap= Ao,

(7.27)

si scrive, tenendo conto della ([7.27)):

16%0(0) 1 9 OR(r)
" 0055,

= \O(0)R(r),
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da cui, nei punti in cui O(8)R(r) # 0:

1 9%0(9) 2 r 0 OR(r)

00) a2 " T R(ror or

Dato che il primo membro & solo funzione di § mentre il secondo & solo funzione di r, concludiamo
che deve essere, per qualche costante u:

1 d20(0) 2 _r_d dR(r)

o) a2 " " TRmar ar M
La prima equazione ammette soluzione:
0(0) = CeVH? 4 e VI

Dato che tale funzione deve essere periodica con periodo 27 o un multiplo di esso, concludiamo
che deve essere:
p=-n?, n=0,1,2,...

e quindi, possiamo considerare candidati autofunzioni del tipo
o0, r) =R, (1), neN,

dove la funzione R soddisfa:

dR,(r) _

o —n2Rn(r)

d
Ar? Ry (1) — r—
7Ry () T
cioe, portando tutto a destra dell’uguale,

_ 2 d2Rn(r) n dRy,(r)

0 dr? " dr

+ (=M% = n®)R,(r) .

Ricordando che A < 0 per la proposizione e definendo p := +/—Ar, concludiamo che la
funzione f(p) := R,(p/V—A) soddisfa 'equazione di Bessel di ordine n

2
pzddigp) + de(;) +(p* =n)f(p) =0, peR. (7.28)

Le soluzioni di questa equazione sono ben note e sono tutte della forma (A, e B, costanti
arbitrarie complesse):

Ra(p/V=N) = f(p) = AnJn(p) + B Yu(p)

dove J, e Y,, per n = 0,1,2,... sono le funzioni di Bessel di ordine n di prima e seconda
specie:
1 ™
In(p) = / cos(nt — psinT)dr
T Jo
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1.0 J,(x)

0.8 \ Jy(x) =-=-=

0.6

0.4 7 \ LY
/N S N -
AN M AN AN -

0.2 7 T 7 7 : .
/ . RAY \ N
I3 \ / 7\ , 7 I\ \
!/ \ / N \ / \ '\
- \ " L . L A /
7/

0.0

-0.2 \ Y WA
/7 -

-04

X
Figura 7.2: Le prime 3 funzioni di Bessel di primo tipo.

1 4 1 +oo ‘
Yau(p) := /0 sin(nt — psinT)dr — /0 [e”T + (_1)”@*7”] e—psinh7 g

s s

Le funzioni Y;, sono singolari per p = 0 (corrispondente al centro della memebrana) dove diver-
gono (per il secondo integrale nella definizione di Y,,), mentre noi cerchiamo funzioni ovunque
regolari perche le autofunzioni devono appartenere a D. Le funzioni J,, sono invece C*°(R) e
analitiche reali dato che sono sviluppabili in serie centrata in p = 0:

oo —1)ym 2m—+n
e =3 e ()7

m=0

e la serie coinverge ovunque in R. Pertanto, tornando nella variabile r € [0, +00), rimaniamo
con 'opzione

Rn(r) = Apdn(rv=X).

Dobbiamo infine imporre che siano soddisfatte le condizioni di annullamento al bordo ©(0) R(rg) =
0 per le nostre candidate autofunzioni. Dunque, per n = 0,1, 2, ... fissato, deve valere:

Ju(roV/=X) =0 (7.29)

La funzione J,, = J,(x) ha infiniti zeri non nulli in [0, +00) (dato che oscilla attorno all’asse
x come un sinusoide smorzato). Indichiamo gli zeri che cadono in (0,+00) con Ty, dove
m = 1,2,... ed abbiamo scelto la loro numerazione in modo tale che x,my1 > Ty m. Per ogni
n i valori ammissibili di A non sono arbitrari, ma deve risultare rov/—\ = Zpn,. In altre parole,
deve essere A = A, ,, dove

2
An,m::_<$nm> Con=01,... m=1,2 ... (7.30)

o

(Si osservi che se accettassimo gli zeri coincidenti con 0 avremmo A = 0 che sappiamo essre
impossibile, per questo ci interessano solo gli zeri di J,, che cadono in (0,+0c0).) Dato che in
numeri ,,, sono noti e tabulati, questa identita determina possibili autovalori per il laplaciano
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Figura 7.3: Il modo corrispondente alla frequenza di risonanza 143 della membrana circolare
vibrante.

con condizioni di annullamento al bordo del disco di raggio g quando si assume che le autofun-
zioni abbiano la forma di prodotto supposta inizialmente. In definitiva un set di autofunzioni,

con corrispondenti autovalori (7.30)), & quindi dato daﬁ

$EL(0.7) = Comdn (1/=Xm) 5™, n=0,1,... m=12,... (7.31)

il valore assoluto di C,,,, viene fissato imponendo che la norma L? dell’autofunzione sia unitaria.
E un noto risultato classico che effettivamente I'insieme di autofunzioni trovate, per n = 0, 1,.. ..
e m = 1,2,..., sia una base hilbertiana di L?(D,dxdy) dove D & il disco di raggio 9. Dalla
teoria spettrale questo fatto implica automaticamente che non ci possono essere altri autovalori
del laplaciano (con le condizioni al bordo dette) oltre a quelli determinati dalla .

Le frequenze di risonanza di una membrana circolare di raggio ry sono dunque date da:

Vg = T = 0,1,2,..m = 1,2, ... (7.32)
21 1o

dove xy, € 'm-esimo zero di J, in (0, +00).

Osservazioni 7.5. Le frequenze di risonanza di una corda ad estremi fissati hanno forma
vn/(2L), per cui sono tutte un multiplo intero della frequenza piu bassa v/(2L). Per le mem-
brane oscillanti & invece falso che esista una frequanza di valore minimo di cui tutte le altre
siano multipli interi di essa. Questo fatto, & cio che distingue il suono degli strumenti musicali
a percussione, come i tamburi, da quelli a corde come il pianoforte, 'arpa, la chitarra, gli stru-
menti della famiglia del violino. Gli strumenti a fiato hanno comunque un suono con le stesse
caratteristiche di quelli a corde in cui tutte le frequenze di risonanza sono in multiplo intero
della piu bassa. I musicisti dicono per illustrare questo fatto che il suono prodotto da alcuni
strumenti a percussioneﬂ come il tamburo, non € armonico al contrario di quello prodotto dagli
strumenti a corde ed a fiato che lo e.

3Passando in coordinate cartesiane si pud verificare direttamente con un calcolo laborioso che le funzioni in
esame sono C2 anche in un intorno dell’origine (z,y) = (0,0), punto in cui le coordinate polari sono singolari.
4Tuttavia, alcuni strumenti a percussione come lo xilofono producono suoni armonici.
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7.1.5 Fenomeni di smorzamento e risonanza in risuonatori forzati.

Consideriamo il solito sistema oscillante descritto dalla funzione u che soddisfa I’equazione di
D’Alembert nel dominio D con condizioni di annullamento al bordo. Nelle situazioni reali le
oscillazioni del sistema sono smorzate da fenomeni fisici dissipativi, dovuti ad attriti interni ed
esterni. Il modo piu semplice di tenerne conto € quello di modificare I’equazione di D’Alembert
aggiungendo a primo membro un termine dissipativo —7% con v > 0 che simula un processo di
attrito (viscoso) dovuto all’esterno, dove v > 0 & una costante tanto pitt grande quanto i processi
di attrito esterno sono rilevanti. Per tenere conto dei processi di attrito interno al sistema (forze
dissipative interne alla corda o alla membrana), nel caso piu semplice, bisogna aggiungere un
ulteriore termine, sempre a primo membro, della forma Fa%%“ dove, I' > 0 & una costante tanto
pit grande quanto i processi di attrito interno sono rilevanti.

1 0%u ou 0Axu
—_— = AX - F = 9 . °
NORTD + Axu 7(% + 5 S(t,x) (7.33)

Si osservi che ’equazione € ora del terzo ordine, tuttavia si riesce a dimostrare la seguente pro-
posizione.

Proposizione 7.5. Se, nelle ipotesi iniziali su D C R"™, esiste una soluzione di
u € C3(R x D;C) con u(t,x) =0 se x € D et > 0, allora ¢ unica, per t > 0, per fissati
dati iniziali u(0,x) = up(x) e %(O,x) = u1(x) e fissata S, rispettivamente di classe C3(D;C),
C?*(D;C) e C°(R x D;C). &

Dimostrazione. Consideriamo due soluzioni u,u’ e sia ¢ := u — u’ la differenza di esse. ¢
soddisfa la ([7.33]) in cui si deve omettere il termine di sorgente per costruzione. Definiamo la
densita di energia E di tale funzione come in ((5.15)) (o (5.14) nel caso reale)

B(tx) = b [ 1 9p(t, %) p(t, x) 1 '

Tenendo conto della nuova forma dell’equazione differenziale, una dimostrazione analoga a quella
che porta alla (5.19)) produce ora (vedi sotto):
2 T
0
d"zdt — r/ / Hv¢

/DE(T,x)d”a: = —’y/OT/D

dove T' > 0. Dato che ~,I' > 0, concludiamo che, se t > 0:

dp 2
- d™xdt .34
ot Tar, (7.34)

/ E(t,x)d"x <0.
D

D’altra parte, dato che per la stessa definizione di E vale E > 0, lintegrale di E su D dovra

2
essere nullo per ogni ¢ > 0. Tenendo conto che il termine ‘%‘ che appare nell’integrando
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dell’integrale di £ su D e continuo, si conclude che awg;’x) = 0 e dunque p(t,x) = ¢(0,x) per

ognit € [0,400) e ogni x € D (il risultato si estende su 9D per continuita). Dato che ¢(0,x) =0
abbiamo che ¢ = 0 ovunque in [0, 400) e dunque le due soluzioni coincidono.
Per ottenere I'identita ((7.34)) osserviamo che, come si prova facilmente e gia discusso altre volte

in casi simili: p 9
/ E(t,x)d"z = / —E(t,x)d"z
dt Jp Ot

Con banali passaggi, tenendo conto dell’espressione di E:

d 0 1 9%20(t, x) o(t,x) 0p(t,x) 0p(t,x) . ol
/DE(t,x)d m—/zl +V Vl(t, )16[3:

v2  Ot? ot Ot

1|1 9p(t,x) Pp(t,x) dp(t,x)
Z = t B v St iy DL
+/D 2 L)? ot gz T Velx) V= v

Per ipotesi (scriviamo A in luogo di Ax per semplicita)

1 9%¢ 8@ O0Ap
~9Y _ A 2%
2oz P Y T

e la stessa equazione ¢ soddisfatta da . Inserendo il membro di destra di tale identita (e al

suo complesso conlugato) nell’espressione che corrisponde a 8af (e del suo complesso coniugato)

nello sviluppo di 4 5 |, E p E(x,t)d"x sopra, otteniamo:

d 1 Op 0p / 1 [8g0 0AD 8¢8Acp}

— [ Ex,t)d'z= [ =2 d"x I'|—=——F+———-1|d"

dt/D (x,t)d" /D2( Wrrrn oo Lo o Ta o 10T

1 [ _ Oy 09 } / { Jp Op 7}
Ap— NP — — da"
+/D Por Tl d" vatv+vat Ve| d'x

Nel secondo integrale a secondo membro possiamo usare 'identita di facile verifica per funzioni
C? congiuntamente in tutte la variabili

de|?
ot

0p 0Ap %BAﬁ_A o |2
ot ot ot ot | ot

2HV

Infine il teorema della divergenza ed il fatto che ¢ (e quindi la sua derivata temporale) sia nulla
su dD, implicano che:

Op|? / 09 0p / O 0P
Al—| d"z = —V = —V—- =
/D 5 d"z op Ot \% 5t ndS(x) + o Ot \% 5 -ndS ()
Abbiamo in tal modo provato che:
09 0% 1, / op|[®
E( =— -T - "
/ t,x)d"x = ot 8t . v 5t d"z
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v . ve1 vy }d (7.35)

(g% %20, /
+/D [A Por T te At ot ot

Il penultimo integrale a secondo membro di ) puo essere riscritto come:

1 _ Oy 890} 1/ 0P
- “r e — =
2/Dv [V P + Ve 2/,

ot

g dp }

=0-- [V Vo+V—-Vp|d"
2 / A TR R

dove abbiamo ancora usato il teorema della divergenza ed il fatto che le funzioni ¢ e le loro

derivate temporali si annullano su 0D e la stessa cosa vale per . Possiamo concludere che i

due ultimi integrali a secondo membro di ((7.35)) si annullano reciprocamente. Concludiamo che

la ([7.35) si riduce a:

d
= | Et,x)d"z = —

che produce la (|7.34)) immediatamente, dato che il secondo membro & una funzione continua di
t, per cui possiamo applicare il secondo terorema fondamentale del calcolo al primo membro, e
E(0,x)=0. O

V— - Vp+V_—

o v
g
ot VoL

090

Oy 2
ot Vor

d"z —T
o ot

d"z ,

Tenuto conto della proposizione precedente, in modo essenzialmente identico a quanto fatto nella
dimostrazione del teorema[7.1]riducendosi ad un numero finito di gradi di liberta, si pud provare
il teorema seguente.

Teorema 7.2. Nelle ipotesi fatte inizialmente su D ed assumendo che le autofunzioni del
laplaciano siano funzioni C3(D;C), si consideri I’equazione per u € C3(R x D;C), con
v,v,I' > 0 costanti note, per gli assegnati dati iniziali insieme alla funzione S e quando
siano soddisfatte le condizioni al bordo . Se la funzione sorgente S € C°(D;C) e le condi-
zioni inziali g € C3(D;C) e ¢1 € C?(D;C) ammettono sviluppi di Fourier @ che contengono
solo un numero finito di addendi (indipendente da t per la funzione S), allora la soluzione esiste
in C3(R x D;C) ed & unica per t > 0.

Tale soluzione si esprime come:

x) =Y tra(t)pra(X) (7.36)
A«

dove le ¢y o formano una base hilbertiana di autofunzioni di A su D e le funzioni uy o = uy o (%)
sono le soluzioni dei corrispondenti problemi di Cauchy alle derivate ordinarie:

Pureg o duyq 9 (0) duya (1)
g2 U Atat v — priai Sxalt),  uxna(0) =uy,, 7(0) =uy, . (7.37)
dove (ricordando che ' >0 e A <0)
Y=y —A'>0, (7.38)

200



. . o) (D) : o : : .
e in cui i coefficienti Uy o Uy, SOTO 1 coefficienti di Fourier, rispetto alla base hilbertiana

suddetta, delle condizioni iniziali ug e uy rispettivamente e, analogamente:
Sxhalt) = /gf)A,a(x)S(t,x)dnx. (7.39)
D

&

In riferimento al teorema [7.2] studiamo il caso in cui la sorgente che forza il sistema oscillante
abbia periodo temporale T' = % per qualche frequenza f > 0 e che tale periodo sia indipendente
da x. Per esempio la sorgente puo corrispondere alla componente verticale di una densita forza
che agisce su una corda orizzontale in oscillazione trasversale, oppure la componente verticale di
una densita forza che agisce su una mambrana orizzontale in oscillazione trasversale. Possiamo
decomporre S usando la teoria della serie di Fourier sviluppata nella Sezione (si osservi che
ora x ¢ rimpiazzato da t e L da 1/f e includiamo nel coefficiente S, un fattore % =f),ax
fisso:

S(t,x) = Sk(x)e™ (7.40)

kezZ

Come sappiamo la convergenza della serie di sopra &, in generale, solo nel senso di L2([0, 1/ f], dt).
Tuttavia, se la funzione S & abbastanza regolare, come provato nel capitolo precedente, la conver-
genza € puntuale. Noi assumeremo ancora piu fortemente che si possano trascurare quasi tutti i
termini dello sviluppo eccetto una quantita finita, per cui la serie di sopra si deve pensare come
una somma su un numero finito di termini: solo un numero finito di funzioni S}, saranno assunte
essere non identicamente nulle. In realta quanto diremo si puo ottenere anche lasciando cadere
Iipotesi di un numero finito di termini, purche la serie converga uniformemente ed abbastanza
rapidamente. In molti casi fisicamente realizzabili, le ampiezze S}, si annullano cosi velocemente
al crescere di k che possiamo approssimare la serie con una somma finita. E questo il caso
della sollecitazione S, la forza agente sulla cassa armonica di uno strumento a corde, provocata
dall’oscillazione delle corde dello strumento. In questo caso S ¢ reale e pertanto nello sviluppo
accade ch S;, = S_;, in modo tale che le parti immaginarie dei termini associati a +k
si annullino reciprocamente nella somma su k € Z. La serie , in questo caso si potrebbe
scrivere in termini di seni e coseni con coefficienti reali sommando su k € N invece che su k € Z,
tuttavia noi continueremo ad usare il formalismo complesso perché e piu pratico da adoperare.

Nelle ipotesi del teorema vogliamo ora studiare la soluzione 1’equazione (7.33)) con funzione
sorgente, temporalmente periodica, che ammette lo sviluppo di sopra. Tale soluzione si esprime
come:

u(t,x) = ZUA,a(t)¢Aa(X) )
A«

SInfatti dalla lb abbiamo che Si(z) = ffol/f e*iQ"kftS(t,x)dt da cui, se S & reale, prendendo il colplesso
coniugato dei due membri segue che S (z) = S_i(z) e quindi, coniugando ancora, Sk(z) = S_x(x).
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dove le ¢, o sono la solita base hilbertiana di autofunzioni di A su D e le uy , sono le soluzioni
delle corrispondenti equazioni differenziali:
dzuk,a

duy q
+ 02y 1;; + (2103) ura = —02Syalt) (7.41)

dove abbiamo tenuto conto della definizione delle frequenze di risonanza ((7.22)) per cui vale

(27v))% = —v? ). Se definiamo
1/, 4\
Q)\ = 5 5 + 1)72 s (742)

che puo essere reale non negativo o immaginario puro dato che A < 0, la soluzione generale

()

dell’lomogenea associata alla (7.41]) e, per ogni scelta dei numeri U,/ € C:

s (G D) (743

Una soluzione particolare della ([7.41]) si puo trovare supponendo euristicamente che abbia la
forma, dove i termini della somma non nulli sono assunti essere in numero finito:

u)‘va(t) = Z UIE/')\’a)eiQﬂ-kft )
k

tenendo conto che, da ([7.40)),

Sralt) = Sxape™™. (7.44)
k

in cui la somma ¢ in realta eseguita solo su un numero finito di termini non nulli e:
Sxak == /D%(X)Sk(x)d"a: . (7.45)
Inserendo questi sviluppi nella , tale equazione si puo riscrivere, tenendo conto della :
S ((~@rkf)? +iv*p2rkf + @)U + 0285 a) €™ =0, (7.46)

k
da cui: ,
U}g,\,a) :: v*Sx ak

(2mkf)2 — (2mvy)2 — iv2y\2nkf

Quindi possiamo concludere che la soluzione generale della ha la forma:
VS o 2k ft
— (27v))? — Py 2mk f

U ¢ :e—v'yAt/2 U(';)erAt_’_U(_a)e—vQAt + (7.47
(t) (U, \ ) ; eI )

+ . N . . ;s . . . e
dove U )(\ a) € C sono in realta determinati perché si possono scrivere in funzione delle condizioni
b

. . . PR (1 1) . . o .
iniziali, cioé in funzione dei coefficienti noti uf\ L e uf\ ()1 imponendo le due ultime richieste in ([7.37
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e Q) ¢ definito dalla (7.42)). Dalla forma di ), essendo A < 0, segue subito che v,/2 > Q) se
quest’ultimo ¢ reale non negativo. Pertanto il primo addendo a secondo membro della (7.47)) si

annulla per t — 400 sia nel caso in cui {2y sia immaginario puro che reale a causa del fattore
—vyAt/2
e .

Questo significa che, in presenza di dissipazione comunque piccola, dopo un certo tempo di la
soluzione si stabilizza nella forma asintotica:

2rk ft

Sh,a,ke

02 o

a Z 2 ’
(2mkf)? — (2mvy)2 — iv2y\27k f

u)\ (7.48)

indipendentemente dalle condizioni iniziali.
Inserendo la ([7.48) nel secondo memebro di (|7.36]), 1’espressione per la funzione w sara di
conseguenza, a grandi tempi (una stima dell’ordine di grandezza di tale tempo ¢ data da

™ = 1/(07):
X) = Z Uy (x)e2mkIt (7.49)
keZ
dove, ovviamente:

Z Za 1 Sna kP a(X) (7.50)

Aeap(A (2mkf)? — (2mvy)? — 2mvyk f

Nel caso in cui S sia reale (e avendo scelto le ¢y , reali dato che come abbiamo visto € sempre
possibile farlo) vale U_j(x) = U(x) dato che S) 41 = S q,—k come gia visto, possiamo allora
raccogliere i termini relativi a k e —k nell’espressione trovata per u(>) (t,x) ottenendo alla fine:

ul™) (¢, %) )+ Z By(x) sin(27k ft + ex(x)) . (7.51)

Per ottenere la formula di sopra partendo da ([7.49)) scrivamo
Ur(x) = |Uk(x)|ei(6k(><)—7r/2) ,

dove l'addendo 7/2 & stato inserito per comodita (per ottenere un seno invece che un coseno
nella formula di sopra). A questo punto, tenuto conto di U_(x) = Ui(x), osserviamo che

V()62 + U (x)e 21" = Uy (x) "2 1 T () 2707t
_ |Uk(x)|ei(27rfk6k(x)_7"/2)+|Uk( Ye™ i(2m fhep(x)—m/2) _ = |Up(x)| (ei(27rfk;ek(x)—7r/2) n e_i(gﬂfkgk(x)_ﬂ/g))
= 2|Us(x)| cos(2mk ft + (X)) — 7/2) = 2|Us(x)| sin(2rk ft + ex(x)) .
Pertanto vale dove:

S Sy akbra(X)

B =2 = 20°
k(X) |Uk(X)’ v )\GZEA) (27T]€f)2 — (27.”/)\)2 _ Z'QFUQfYAkf
9p

k=1,2,.... (7.52)
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Dalle (7.45) e ([7.50]) vediamo che
1 (7
Up(x) =0 se Sp(x)= T/ S(t,x)dt =0
0

dove T':=1/f e questo accade per sorgenti realistiche come le corde di uno strumento a corde.
Al solito, nelle nostre ipotesi generali, solo un numero finito di termini in tutte le nelle somme,
apparentememte infinite di sopra, € non nullo.

L’espressione trovata per la soluzione a grandi tempi (in realta tempi molto brevi in sistemi fisici
concreti), mostra che nella soluzione finale si ritrova lo stesso spettro di frequenze della sorgente
(fondamentale f ed armoniche kf con k = 1,2,...) che forza il sistema e che in tal modo lo
“pilota”. Nell’andamento temporale a grandi tempi la memoria delle frequenze di risonanza vy
del sistema oscillante &€ completamente cancellata. Tuttavia ne rimane traccia nelle ampiezze dei
singoli modi di oscillazione. Consideriamo infatti la . Se, variando f, una delle frequenze
dello spettro della forzante kf tende a coincidere, in valore assoluto, con una delle frequenze di
risonanza vy, i corrispondenti termini (al variare di «) nello sviluppo di Uy, per il valore
di k detto, tendono a raggiungere il loro valore massimo in valore assoluto:

|02 0k Pra(X)] [025) ak®ar.a(X)]

\/[(27ka)2 — (271))?2)* + 4m2viy3k? f2 2mo [kl f

se kf — vy.

Se il parametro di smorzamento ) € piccolo, il secondo membro tende a crescere e, al limite,
diverge in assenza di smorzamento.

Concludiamo che (comunque abbiamo fissato le condizioni iniziali del sistema oscillante che am-
mette frequenze di risonanza vy ), quanto piu la frequenza f con cui oscilla la forzante esterna
S si avvicina ad una delle vy, tanto pitl I’ampiezza delle oscillazioni di deformazione del sistema
tende a diventare grande, ed in modo divergente quanto piu il parametro di smorzamento -y
¢ piccolo. La stessa cosa accade se un multiplo intero della frequenza f si avvicina in valore
assoluto ad una delle frequenze di risonanza.

Questo fenomeno ¢ detto risonanza ed ¢ responsabile di vari disastri accaduti a diverse co-
struzioni, in particolare ponti sospesi: la tipica situazione ¢ quella di un plotone di militari che
attraversa un ponte marciando con un passo, cioe una frequenza f, pari ad una delle frequenze
di risonanza vy della struttura, oppure un ponte sospeso investito da raffiche di vento periodiche
con frequenza pari ad una frequenza di risonanza della struttura. In tal caso il modello della
struttura e piu vicino a quello di una lamina invece che una membrana, tuttavia la trattazione
teorica ¢ simile (essenzialmente e sufficiente sostituire ’operatore di Laplace con il suo quadrato
cambiato di segno nel secondo termine della e quindi —\? ad ogni occorrenza di \ nella
discussione di sopra).

Osservazioni 7.6.  Tutti i risultati ottenuti si generalizzano immediatamente per risuonatori
forzati costruiti da poligoni le cui facce sono un certo numero di membrane D1, Ds, ..., Dy. Le
saldature sono fatte attraverso porzioni dei bordi delle facce su cui valgono le condizioni di an-
nullamento. Oggetti di questo tipo sono modelli semplificati della cassa armonica di strumenti
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musicali. In questo caso, le forzanti saranno in genere differenti per ogni faccia e le indiche-
remo con S, $@ . SIV)  Tuttavia, dato che queste forzanti sono generate da un comune
meccanismo (per esempio le corde dello strumento), ci si aspetta che ammettano tutte uno
sviluppo:

=5 5 (x)ei2mhit (7.53)
keZ
dove le frequenze kf sono le stesse per ogni j = 1,...,N. L’argomento x della forzante S)

apparterra alla faccia D;. Per ogni faccia D; avremo una funzione di deformazione ortogonale

ug-oo), a grandi tempi, della forma:

Z U 127kat (754)

keZ
che si puo scrivere equivalentemente:

“+o00

=" BY(x)sin(2mk ft + e (x)) . (7.55)

k=0

7.1.6 *Il caso del risuonatore o tamburo ideale forzato di topologia arbitraria.

Consideriamo il caso di un tamburo ideale di topologia arbitraria descritto dalla varieta differen-
ziabile bidimensionale orientabile, connessa, compatta, M C R3. La metrica su M indotta da
quella standard di R? sara indicata da g e 'operatore di Laplace-Beltrami definito sul dominio
Ds descritto nella sezione sard indicato con AM:9). Terremo conto di quanto discusso
nelle sezione e Ricordiamo che si tratta di un modello molto poco fisico come gia di-
scusso. Ce ne occupiamo comunque dato che presenta qualche aspetto matematico interessante.
Se u = u(t,p) ¢ la deformazione del tamburo in p € M al tempo ¢ nella direzione normale a M
in p stesso, I’equazione del moto e ora, tenendo conto anche degli effetti di attrito:

1 0%u Bu 0Au

S A+ A9y + T~ = S(t,p) . 7.56

T2 o Tor T = S0P (7.56)
con v, > 0 costanti note. Abbiamo iserito una forzante S che, come nel caso della membrana
piatta, costringera il tamburo a vibrare a frequenze imposte dall’esterno. Diremo tutto questo
sistema un risuonatore. Si riesce a dimostrare la seguente proposizione similmente al caso pit

elementare gia discusso.

Proposizione 7.6. Se, nelle ipotesi iniziali su M e g, esiste una soluzione di U €
C3(R x M;C) allora ¢ unica pert > 0 e per fissati dati iniziali u(0,p) = uo(p) e %(O,p) = u1(p)
e fissata S, rispettivamente di classe C*(M;C), C'(M;C) e C°(R x M;C). &

Dimostrazione. Consideriamo due soluzioni e sia ¢ la differenza di esse. Definendo la densita
di energia E di tale funzione come in (5.15) (o (5.14) nel caso reale) con u = 0 ec = v e
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usando la derivata covariante VM:9) al posto del solito gradiente di R”, una dimostrazione
strettamente analoga a quella che porta alla (5.19) produce ora, tenendo conto della nuova
forma dell’equazione ([7.56)), in cui per ¢, si deve omettere il termine di sorgente, si ha:

/ETp)dZ/ Mg) — //‘ Ay M9 gy — r// ( t,V(Mg)%f>dy(M9)dt,

dove T' > 0. Sopra abbiamo usato il teorema della divergenza rispetto alla derivata covariante
di Levi-Civita V™9 tenendo conto dell’assenza di M. Concludiamo che:

/ E(T,p)dvM9) < 0.
M

D’altra parte, dato che vale £ > 0 I'integrale di sopra dovra essere nullo per ogni T" > 0. Come
nella dimostrazione del teorema 5.1}, questo implica che ¢ = 0 ovunque e dunque le due soluzioni
coincidono. O

Tenuto conto della proposizione precedente, in modo essenzialmente identico a quanto fatto nel-
la dimostrazione del teorema (|7.1) riducendosi ad un numero finito di gradi di liberta, si puo
provare il teorema seguente.

Teorema 7.3. Nelle ipotesi fatte inizialmente su M, si consideri [’equazione per
u € C3(R x M;C), con v,7,T' > 0 costanti note, per gli assegnati dati iniziali ug,u; insieme
alla funzione S. Se la funzione sorgente S € C°(M;C) e le condizioni inziali ¢o € C3(M;C) e
¢1 € CY(M;C) ammettono sviluppi di Fourier che contengono solo un numero finito di
addendi (indipendente da t per la funzione S), allora la soluzione esiste in C3(R x M;C) ed é
unica.

Tale soluzione si esprime come:

tp) =Y tralt)dralp) (7.57)
pWeY

dove le ¢y o formano una base hilbertiana di autofunzioni di A s, Dys e le funzioni uy o =
U)o (t) sono le soluzioni dei corrispondenti problemi di Cauchy alle derivate ordinarie:

Pure du 2 ©  duy, (1)
dt2a My o + 029 dta =—0"S\alt) s ural(0) =uy . dta(o) =uy, . (7.58)
dove
Yi=v—A'>0, (7.59)
e in cui i coefficienti u( ), ug\li sono i coefficienti di Fourier, rispetto alla base hilbertiana

suddetta, delle condzzzom inaziali ug e uy rispettivamente e, analogamente:
Sx.al / Ora(x)S(t,x)dvM9) (7.60)
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Possiamo ora ripetere le stesse considerazioni esposte dopo il teorema [7.2] assumendo di decom-
porre S usando la serie di Fourier, a p fisso:

S(t,p) =Y Sk(p)e®™*, (7.61)

kEZ

dove solo un numero finito di addendi sia non nullo a secondo membro. Per evitare alcune
patologie nelle soluzioni, imporremo anche il vincolo che, se ¢ € una funzione armonica su M,

So(p) =0, perognipe M. (7.62)

La richiesta & equivalente a richiedere che in ogni punto p del tamburo, la forza esterna oscilli
attorno al valore nullo. Se definiamo, come fatto nel caso della membrana piana,

Snak = /M Fra(0)Sk(p) M9 ()

la richiesta fatta sopra implica che:
Sxao0 =0, perognile ap(A(M’g)) ea=12...,d,. (7.63)

Come gia detto per il caso piu elementare discusso precedentemente, quanto diremo si puo
ottenere anche lasciando cadere I'ipotesi di un numero finito di termini, purche la serie converga
uniformemente ed abbastanza rapidamente. Nelle ipotesi del teorema [7.3|e con 'aggiunta della
condizione (che serve in particolare ad evitare che il denominatore in si annulli
per A = 0) il moto del tamburo forzato si esprime ancora come somma di due parti. Una delle
due parti e una soluzione dell’equazione omogenea e, eccetto per un termine costante, si spegne
rapidamente per ¢t — 400 quanto piu vy e I' sono grandi. La seconda parte ¢ una soluzione
particolare dell’equazione differenziale completa che sopravviave a grandi tempi e non ha piu
memoria delle condizioni iniziali eccetto che per la costante detta prima, che puo dipendere dalle
condizioni iniziali. La soluzione a grandi tempi ha la forma:

Wt p) =g+ S Up(x)e2e,
kez\{0}

dove, similmente al caso piu elementare della membrana piatta oscillante, per k # O:

Ui(p) = Z SxakPxra(D) (7.64)

2 _ 2 ) R
Aeop(AM9)) a=1,...dy 27k f) (27vy) 2miv?ynk f
dove, al solito, abbiamo definito le frequenze di risonanza del tamburo M, tramite la (7.22)) con

A€ Up(A(M 9)). Evidentemente la costante ug deve essere nulla in tutte le soluzioni fisicamente
sensate, perché ci si aspetta che la soluzione oscilli attorno alla configurazione di riposo che
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corrisponde a v = 0 ovunque.
Nel caso in cui u e S siano reali vale U, = U_j, possiamo ancora esprimere questa soluzione
come:

+oo
ul™)(t,x) = > Bi(p) sin(2rk ft + e (p)) , (7.65)
k=1
dove:
Bi(x) = 2|Us| =2 3 Srakfralp) (7.66)

2 - 2 _ 102 ’
AEop(A),a=1,...dy 27k f) (27vy) 2mivy\k f

e ex(p) & completamente determinato dalle richieste:
By (p) sinex(p) = 2ReUg(p) , Bi(p) cosex(p) = —2ImU(p) . (7.67)

Al solito, nelle nostre ipotesi generali, solo un numero finito di termini in tutte le nelle somme,
apparentememte infinite di sopra, ¢ non nullo. L’espressione trovata per la soluzione u = u(t, p)
a grandi tempi (in realtd tempi molto brevi in sistemi fisici concreti), mostra nuovamente che
nella soluzione finale si ritrova lo stesso spettro di frequenze della sorgente che forza il sistema e
che in tal modo lo “pilota”. Nell’andamento temporale a grandi tempi la memoria delle frequenze
di risonanza vy del sistema oscillante ¢ completamente cancellata. Tuttavia ne rimane traccia
nelle ampiezze dei singoli modi di oscillazione esattamente come gia discusso per il caso della
membrana piana.

7.2 Onde di pressione.

Vogliamo mostrare in questa sezione come ’equazione di D’ Alembert descriva le onde di pressione
e di densita nei gas isotropi in regime di deformazione adiabatica. Successivamente daremo alcuni
risultati generali per tale equazione applicata a sorgenti di onde sonore.

7.2.1 L’equazione di D’Alembert per le onde di pressione.

Le leggi fondamentali che descrivono la dinamica dei gas (dell’aria in particolare) in un sistema
di riferimento dotato di coordinate spaziali cartesiane ortonormali indicate con X e rispetto al
tempo ¢, sono le seguenti. La prima ¢ ’equazione di continuita (o conservazione) della
massa: se i = u(t,x) > 0 ¢ la densita di massa del gas o fluido, in funzione della posizione
x € R? nel riferimento e del tempo ¢:

0

ot
dove v = v(¢,x) ¢ il campo di velocita del fluido nel riferimento considerato, cioe la velocita che
ha una particella di gas che passa per x al tempo ¢. Assumendo le due funzioni di classe C*,
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questa equazione, integrata su un volume V' (fermo nel riferimento usato) a chiusura compatta
con frontiera regolare orientabile, corrisponde all’equazione integrale:

G | uexdte == ¢ ueyviey) n) dsty)

4oV
dove abbiamo usato il teorema della divergenza. L’identita ottenuta dice, in termini matematici,
che la variazione di massa in V, per unita di tempo, ¢ pari alla massa che transita attraverso la
frontiera di V' per unita di tempo. L’equazione integrale scritta, assunta valida per ogni scelta
di V con le caratteristiche dette, & equivalente alla richiesta .
La seconda equazione & la seconda legge della dinamica per il fluido pensato come isotropo:

L <%‘tf +v- va) = ug — Vxp, (7.69)
dove p = p(t,x) > 0 & la pressione all’interno del fluido nel punto x al tempo t e g & la densita di
massa di forza gravitazionale (cioe I'accelerazione gravitazionale!). Il significato fisico di questa
equazione & piu evidente se si scrive la corrispondente equazione integrale. Se V; & una porzione
di fluido valutata al tempo ¢ e tenendo conto di come essa evolva al variare del tempo — le
particelle di fluido che esso contiene sono sempre le stesse che in Vj, ma la forma di V; e la sua
posizione nel riferimento sara diversa da V{) — e se si assume che V; sia regolare nel senso detto
sopra per ogni ¢, allora I’equazione equivale a:

% ( /w ”Vd?’f”) = /V ngd’s — ﬁ o p(t,y)n(t,y) dS(t,y) - (7.70)

Tale equazione dice che la variazione per unita di tempo dell’impulso totale del volume V; di
fluido uguaglia la somma delle forze che agiscono su tale porzione di continuo. Si osservi che V4
dipende dal tempo, per cui I’azione della derivata d/dt non si puo banalmente trasferire sotto
il segno di integrale, ma dovra apparire anche un termine dipendente da V;. Il calcolo non &
banale e si rimanda ad un corso di meccanica dei continui. Qui diciamo solo che, tenuto conto
dell’equazione di continuita della massa, ’azione della detta derivata su V; ¢ il responsabile
dell’addendo pv - Vv a primo membro della . Le forze che agiscono sulla porzione di
fluido V; sono dunque di due tipi.

(1) Il primo addendo a secondo membro in rappresenta la forza di gravita totale che
agisce su tutte le particelle di fluido.

(2) 11 secondo addendo rappresenta invece le forze di pressione che il resto di fluido, la par-
te fuori da V4, esercita su V; attraverso la sua superficie 9V;. Tale forza si ottiene integrando
la densita di forza superficiale — detta anche sforzo — di espressione —p(t,y)n(t,y), dove
n(t,y) ¢ il versore normale uscente da 0V;, nel punto y al tempo ¢ e p(t,y) ¢ la pressione nel
fluido in quel punto a quel tempo.

Osservazioni 7.7. 1l fatto che il fluido sia isotropo significa che la forza che 'esterno di V;
esercita sulla superficie 0V; € sempre perpendicolare ad essa, comunque la superficie sia disposta,
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la nozione di pressione ha senso proprio in questa situazioneﬂ

Rimane da precisare una terza legge, detta equazione costitutiva, che connette p e p solita-
mente espressa da una relazione p = f(u) ottenuta per via termodinamica.

Se le deformazioni di volumi di fluido avvengono molto rapidamente, e questo accade nelle
onde di suono, ¢ ragionevole assumere che la relazione costitutiva suddetta sia quella di una
trasformazione adiabatica (cioé in assenza di scambi di calore):

.
p(t.x) = 1) = po (M) (771)
Ho

po ¢ la pressione corrispondente alla densita pg di riferimento, v € una costante che dipende dal
gas (v e il rapporto tra i calori specifici a pressione e volume costante come dovrebbe essere noto
dai corsi di termodinamica, vale circa 1.4 per I’aria.)

Non cercheremo nemmeno di affrontare il complicato problema di risolvere il set delle tre equa-
zioni ([7.68)), (7.69)) e (7.71]), ma faremo diverse approssimazioni, che si rivelano funzionanti alla
prova dei fatti, descrivendo le perturbazioni di pressione relativamente violente come quelle dei
suoni. Trascureremo la presenza di gravita, in modo tale che, nella situazione di equilibrio si
possano considerare la densita di massa e la pressione come costanti pg,po (in caso contrario
si ha una dipendenza dalla quota secondo la legge idrostatica come ben noto). Assumeremo
poi che la densita di massa vari di poco rispetto alla situazione di gas in equilibrio. Possiamo
scrivere in tal caso:

p(t, %) = (1 + s(t,%))po

da cui:

s(t,x) == -1, (7.72)

Ho

dove il numero puro s(t,x), che si dice condensazione, soddisfa |s(¢, )| < 1. Nel caso generale
avremo che:

d
p&@=m+$/0W$%ww+QW@@—mﬁ-
Ho
Dato che:
d |
dl (u(t,x) — po) = poy <@> — (1 — po) = poy (ﬁ - 1) = PoYS ,
e Ho Ho Ho

possiamo approssimare la relazione tra p e u con:

p(t,x) = po + poys(t,x) (7.73)

5Nel caso generale, la forza per unita di superficie che Iesterno di V; esercita sul suo bordo dV; non & diretta
perpendicolarmente ad esso ma, ha una direzione che & una funzione di n,y,¢. Tale funzione & lineare in n e si
descrive attraverso il cosiddetto tensore degli sforzi di Cauchy.
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e quindi, essendo py una costante:
Vxp(t,x) = poyVxs(t,x) . (7.74)

Assumeremo di seguito che la velocita v, il suo gradiente, s ed il suo gradiente siano trascurabili
quando appaiono al secondo ordine rispetto a termini del primo’ordine. In tal modo, per esempio
52, 8V 0 (va)2 si possono trascurare rispetto a, indifferentemente, s o v o Vs o altri termini
del primo ordine. In questo modo si ha una procedura di linearizzazione che produce alla fine
equazioni necessariamente lineari.

Se nella trascuriamo anche il termine che tiene conto della gravita come gia detto,
troviamo:

ov

Ma =

Otteniamo infine attraverso ed approssimando 1/4 con 1/pug (I'errore che si commette &
proporzionale a sVs):

—pr . (775)

ov PoY
— = ——Vis(t,x). 7.76
57 = (1) (7.76)
Con la stessa cura, ’equazione ((7.68)) diventa:
0s
Hog, + 1oV - (L4 s(t,x))v) =0
e quindi:
ds
5 tVxv=0, (7.77)

Se ora calcoliamo la derivata seconda temporale di s, teniamo conto di (7.77) e (7.76)), am-
mettendo che s sia di classe C2, in modo da poter scambiare le derivate temporali e spaziali,
otteniamo che:

O*s _ poy \

xS(t, :07
92 " s(t,x)

cioe ’equazione di D’Alembert:

1 9%s /PoY
— =5 + Axs(t,x) = =4/ . 7.7
29 s(t,x) =0 con v 5 (7.78)

v & la velocita del suono nel fluido considerato. Abbiamo ottenuto che la condensazione s nel-
I’ambito di validita delle approssimazioni fatte, che si rivela sensato studiando la propagazione
del suono, soddisfa ’equazione di D’Alembert. Dato che vale la e tenendo conto del fatto
che le derivate della costante 1 sono sempre nulle, 'equazione ([7.78) risulta essere valida sosti-
tuendo che sia pg che pg sono costanti, possiamo estrarre tali costanti dalle derivate concludendo
che, nelle approssimazioni fisiche assunte valide, devono valere anche le equazioni di d’Alembert
per le differenze di densita di massa Dy = u — g e di pressione Dp = p — pg e quindi per e p

stesse: 52
1 0%u . poY
~ g TAxubx) =0 con =y /O (7.79)
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102
oD AP =0 con v = \/T (7.80)

Si osservi che il rapporto po/uo € proporzionale alla temperatura assoluta Ty del gas secondo un
fattore di proporzionalita universale (assumendo che il gas soddisfi 'equazione dei gas perfetti)
e pertanto la velocita del suono dipende dalla temperatura del mezzo. Nel modello semplice nel
quale lavoriamo, a parita di temperatura due gas hanno differenti velocita di propagazione a
seconda delle differenti, rispettive, costanti ~.

7.2.2 Esistenza del potenziale delle velocita.

Nelle ipotesi fatte nella sezione precedente, la validita dell’equazione ([7.76]) ha un’importante
conseguenza. Assumendo che valga tale equazione, e con 'ipotesi aggiuntiva che:
al tempo t = 0 (per altro arbitrariamente fissato) il campo di velocita v = v(t,x) soddisfi:

v(0,x) =0 ovunque in X,

definiamo la grandezza:

t
o(t,x) = L0 [ s(r,x)dr . (7.81)
Ho Jo
Per costruzione vale allora:
v(t,x) = Vxo(t,x) . (7.82)

In altre parole, il campo di velocita ammette un potenziale, dato dal campo ¢.
Nel caso in cui invece non valga la condizione di annullamento di v al tempo nullo, data la

definizione ([7.81]), la ((7.82)) cessa di valere e deve essere sostituita, ovviamente, da:
v(t,x) = Vxo(t,x) + v(0,x) . (7.83)

La funzione ¢ determina in ogni caso anche p e u. Infatti, dalla definizione di ¢ e tenendo conto

di (7.73) e (7.72)), troviamo subito che:

d¢ p 09
=po— Moo=, =Uo— ——F=,, 7.84
P=Po— o KMo D (7.84)
che valgono, in virtu delle equazioni dette e della soloa definizione (|7.81f) anche se per ¢t = 0 il
campo di velocota non sia annulla. Integriamo in 7 da 7 =0 a 7 =t i due membri dell’equazione
per s

1 9%s
_ﬁw + AXS(T,X) =0.
Si ottiene in tal modo con ovvi passaggi (notando in particolare che 9%s & continua per ipotesi):
1 0s 1 0s 1o
———(t, = 70(0,%x) — Aot x) = 0.
'U2 at( X) + U2 at( X) p()'}/ X(ls( X)
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Tenendo conto che 9;5(0,x) = —V -v(0,x) = 0 per la (7.77)) e per la nostra ipotesi sul valore di
v al tempo ¢t = 0, abbiamo infine che ’equazione trovata si riduce a:

1 0s

Dalla definizione di ¢, (7.81)), quest’equazione significa che:

2

- 1712% + Axg(t,x) = 0. (7.85)
Dunque anche il potenziale delle velocita, nelle nostre ipotesi, soddisfa I’equazione di D’ Alembert.
Nel caso in cui, a t = 0 esista un campo di velocita non nullo, ’equazione di sopra deve essere
ovviamente sostituita dall’equazione di D’Alembert con sorgente (che in questo caso non dipende

dal tempo):
1 5% A =-V-v(0 7.86
_Wﬁ"i‘ x¢(tax)__ 'V( 7X)' ( . )

7.2.3 Suono prodotto da risuonatori forzati.

Consideriamo un risuonatore costituito da un poligono chiuso e compatto 2 il cui bordo OS2
sia costituito da N facce piane D1, Ds,..., Dy (che descrivono le solite membrane oscillanti)
attaccate tra di loro attraverso porzioni del loro bordo (dato da curve C*° a tratti). Su queste
curve, che descrivono gli spigoli del poligono, sono imposte le solite condizioni di annullamento
della deformazione delle facce. Abbiamo introdotto questi sistemi, che possono costituire un
modello elementare della cassa di risonanza di uno strumento, alla

fine della sezione(7.1.5|alla quale rimandiamo per le notazioni che useremo nel resto di questa
sezione.
Sul risuonatore agiscono forzanti esterne date dalle solite sorgenti dell’equazione di D’Alembert:
S; per la faccia D;j. Ognuna di queste sorgenti impone alla corrispondente faccia D; di vibrare
con le frequenze kf, come discusso nella sezione [7.1.5] Ricordiamo che le frequenze kf sono
assunte essere le stesse per ogni faccia, dato che si presuppone che esista un meccanismo comune
forzante, per esempio le corde di uno strumento a corda e, in tal caso, le kf sono le frequenze
di risonanza di una corda. La deformazione trasversale della faccia D; per grandi tempi, come
discusso nella sezione e quella data dalla funzione oscillante . Equivalentemente dalla
. Ricordiamo che nella sezione abbiamo, al solito, assunto che solo una quantita finita

di addendi nelle serie e sia non nulla. In altre parole, in solo una quantita
finita di UIE] ) & non nulla. Nel seguito continueremo ad assumere tale ipotesi anche se se ne
potrebbe fare a meno. E ragionevole aspettarsi che, nelle stesse ipotesi che hanno portato
a scrivere 'equazione di D’Alembert per le onde di pressione , le onde sonore prodotte
oscillino temporalmente con le stesse frequenze kf. Pertanto, ci aspettiamo che 'onda sonora
sia una sovrapposizione di funzioni a frequenza temporale fissata, della forma ( dove teniamo
conto del fatto che il termine corrispondente a k£ = 0 deve coincidere con la pressione a riposo
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po per evidenti motivi fisici):

p(t,x)=po+ D Pr(x)e?™, (7.87)
keZ\{0}

dove le funzioni P, sono da determinarsi. Equivalentemente, osservando che p & reale per cui
deve essere Py(x) = P_j(x), possiamo riscrivere la formula precedente come:

+oo
p(t,x) =po+ Y _ Cp(x)sin(2rkft + &' (x)) . (7.88)
k=1
Per comodita noi continueremo ad usare la ([7.87)). Inserendo questa forma di soluzione nella
(7.80)), vediamo che p soddisfa tale equazione se valgono le singole equazioni:

APy (x) + (%ff)ka(x) 0, keZ. (7.89)

L’equazione ([7.89)), con (@)2 sostituito con una costante generica, si chiama equazione di
Helmoholtz. Con opportune condizioni di annullamento all’infinito di P, e del suo gradiente
(in particolare le cosiddette condizioni di Sommerfeld di cui non ci occuperemo) e condizioni
al contorno, la soluzione della ¢ unicamente determinata. Noi ci occuperemo delle sole
condizioni al contorno, da imporre su 9f2, considerando il problema di determinare P, in R3
all’esterno di €.

La condizione al controno da imporre su Py deriva dal requisito fisico che la velocita con cui
oscilla il bordo del tamburo in ogni punto ¢ € J2 ortogonalmente al bordo, e cioe dyu(t, q), sia
la stessa dell’aria fuori dal tamburo in quello stesso punto: ngy-v(t,q), dove n, indica la normale
uscente da M in ¢. In formuld’}

ou

—t(t,q) =mn,-v(t,q) perognigqge .

Se deriviamo un’altra volta nel tempo otteniamo:

9%u ov
@(EQ) =ng- E(@Q) .

In base alla (7.75)) questo significa che:

d%u

n- VP(ta Q) = _Nw(tv Q) : (790)

Se ora, pensando esplicitamente di lavorare sulla faccia j-esiama, e sostituiamo a secondo mem-

bro la ((7.54)) ed a primo membro la ([7.88)]), vediamo che le condizioni suddette sono verificate se (e

"A secondo membro Pargomento ¢ dovrebbere essere pitl correttamente g + u(t,q)ng. Tuttavia omettiamo
u(t, g)ng proprio perché lavoriamo nel regime di piccole deformazioni.
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solo se), per k € Z\ {0} valgono le condizioni di Neumann per il problema esterno dell’equazione
di Helmoholtz:

n-VPIp, (q) = u(?wkf)zUlij)(q) per ogni g € Dj, perogni j =1,...,N . (7.91)
Dove le funzioni U, ,gj ) sono note. Come gia osservato sopra, per ogni k il problema di determinare
Py, che risoleve I'equazione (7.89)) con condizioni al bordo suddette (tenendo conto che 99 &
una superficie C* a tratti per costruzione) e andamento all’infinito fissato ammette un’unica
soluzione. In questo modo vediamo che il suono prodotto dal tamburo contiene, facendo 1’analisi

di Fourier temporale in ogni fissato punto x dello spazio, le stesse frequenze kf con cui oscilla il
risuonatore forzato dalla sollecitazione esterna.

7.2.4 Risuonatore ad aria di Helmoholtz.

Discutiamo infine un risuonatore che corrisponde ad un modello molto semplificato di molti
strumenti musicali a fiato dovuto ad Helmoholtz. In questo risuonatore, cio che colpisce 'aria
esterna producendo ’onda sonora e I'aria stessa contenuta nel risuonatore.

Consideriamo una bottiglia piena d’aria con un corpo molto grande di volume V ed un collo
stretto e corto di area trasversale A e altezza h, dove hA << V. Assumiamo che la bottiglia non
abbia tappo. Se in qualche modo premiamo ’aria dentro il collo verso il corpo della bottiglia,
Paria nel corpo si comprime ed esercita una pressione maggiore sul volume d’aria del collo (che
si comprime molto meno, dato che la capacia di compressione ¢ proporzionale al volume come
calcoleremo tra poco). La forza esercitata sul tappo di aria ¢ proporzionale alla profondita di
penetrazione ed e nella direzione opposta ad essa. Si ha in questo modo lo stesso tipo di forza
dovuta ad una molla ideale che produrrebbe un moto armonico semplice ad una frequenza pro-
pria del sistema che calcoleremo tra poco (la frequenza di risonanza di Helmholtz) se sul cilindro
di aria non agissero altre forze. Tuttavia si puo anche produrre un’oscillazione forzata (alla fre-
quenza v # vyy) esercitando una forza esterna periodica: se una volta che il cilindretto di aria ¢
tornato nella configurazione iniziale viene nuovamente spinto in basso, si puo instaurare un moto
oscillatorio di esso alla frequenza della forzante (almeno in presenza di fenomeni di attrito che
comunque sono sempre presenti). Ovviamente in tutti i casi, si perdera una parte di aria, ma si
puo tenere conto di queste perdite, con un modello piu preciso. Se la frequenza dell’oscillazione
¢ nell’intervallo di percezione del suono, il tappo di aria colpendo con la faccia superiore 'aria
esterna alla bottiglia produrra un suono udibile alla stessa frequenza di oscillazione. Questo &
quello che accade quando si soffia radente al collo della bottiglia producendo un suono basso
alla frequenza vy. In questo caso la forza che spinge in basso il tappo di aria nel collo & quella
dovuta all’aria del soffio.

Facciamo una stima della frequenza di risonanza di questo sistema. Partiamo dalla relazione
che esprime la pressione in un volume d’aria di densita e pressione riposo g € pg rispet-
tivamente, quando e soggetto ad una deformazione molto rapida, supposta adiabatica. Da essa

abbiamo: .
Y
dp:m(ﬂ) dp.
Mo\ Ho
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Se lavoriamo a massa di aria M fissata per cui, le variazioni di densita (e pressione) sono dovute
a variazioni di volume: pu = M/V, possiamo riscrivere la relazione trovata come:

Vo' M (V)V—l av
— 2 () Dy o 2 (0 av
dp=—v (V) WV =""\y) oy

dove abbiamo introdotto la velocita del suono v data dalla seconda equazione in ((7.78)). In prima
approssimazione, quindi, per variazioni finite di volume e pressione:

) A
v) My
Dato che V.=V + AV e p = M/(Vy + AV), se sviluppiamo con Taylor attorno a V =V} il

71 . . . N _ . .
fattore (%) p e ci fermiamo all’ordine piu basso possibile, otteniamo la nostra espressione
finale:

Ap = —v? <

AV
Ap = —v2u07 (7.92)

La esprime la variazione della pressione Ap nella massa di aria M, quando il suo volume
varia di AV. La pressione p ¢ supposta essere uniforme nel volume, ed in particolare alla frontiera
di esso. Se immaginiamo la massa di aria M come quella contenuta sotto il tappo di aria nel
collo della bottiglia, e immaginiamo che la massa nel collo della bottiglia (pari a Alug) penetri
di un’altezza z dentro il volume, comprimendo quindi di un volume AV = Azpug la massa M,
la forza che quest’ultima esercitera sulla massa nel collo della bottoglia ¢: AAp = Avg,quV—V in
direzione opposta a quella di penstrazione. In definitiva I’equazione del moto della massa nel
collo della bottiglia (ammettendo che tale massa non esca dal collo e che non ci siano altre forze

nella direazione considerata) ¢, nella direzione parallela al collo:

d*z o Azpup
AZMOW = —Avpug v
Semplificando:
d*z v [A

Abbiamo trovato l’equazione di un oscillatore armonico con frequenza di risonanza vy data
dalla formula di sopra, che ¢ detta frequenza di risonanza di Helmholtz. Si osservi che le
caratteristiche del gas sono solo contenute nella velocita del suono nel gas v, il resto dipende
dalla geometria.
Se aggiungiamo una forza ulteriore esterna che agisce sul tappo di aria e che oscilla con una
frequenza v, si ha un oscillatore forzato. Tenendo infine conto di termini dissipativi analogamente
a quanto visto nella sezione [7.37|si arriva ad un’equazione della forma solita:
2

% + (2mvg)%z + 7% =5(t), (7.94)
del tutto analoga alla prima equazione in (con I' = 0) su cui si possono fare analoghe
considerazioni riguardo ai fenomeni di risonanza quando v si avvicina a vg.
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7.3 Un po’ di fisica matematica del suono e della musica.

Ci occuparemo ora, in modo molto sommario e idealizzato, della descrizione del funzionamento
degli strumenti musicali, in particolare quelli a corde, tenendo conto della presenza della cassa
di risonanza o cassa armonica e dell’aria. Fare uso dei risultati ottenuti nelle sezioni precedenti
di questo capitolo e del precedente.

7.3.1 Strumenti musicali a corda.

Le corde degli strumenti musicali “a corda” (chitarra, di un pianoforte, violino...) vibrano tra-
sversalmente soddisfacendo ’equazione di D’Alembert con condizioni di annullamento al bordo.
Puo esserci anche un ulteriore termine di forzamento dell’oscillazione che corrisponde ad una
sorgente nell’equazione di D’Alembert dato dalla componente perpendicolare alla corda di una
densita lineare di forza che agisce sulla corda stessa. Dal punto di vista pratico questo termine
forzante puo in particolare essere I’archetto degli strumenti musicali della famiglia del violino.
Si osservi che la forma funzionale di questo tipo di forzante & molto difficile da descrivere ma-
tematicamente (ne esiste un modello matematico ancora oggi valido dovuto a Helmholtz) ed &
tale che il moto della corda che si ottiene a regime (cioe superata la fase transiente che decade
esponenzialmente) sia una sovrapposizione di moti armonici con le frequenze proprie della corda
libera.

Bisogna anche tener presente il fatto che 1’equazione di D’Alembert (anche con sorgente) &
evidentemente una fortissima idealizzazione, dato che le corde reali sono soggette anche forze in-
terne d’attrito che smorzano le oscillazioni e le fanno decadere nel tempo in tempi relativamente
brevi, come e evidente dall’osservazione sperimentale. L’archetto degli strumenti della famiglia
del violino serve proprio a sostenere nel tempo le oscillazioni fornendo 'energia dissipata dalle
forze d’attrito. Inoltre, il moto di una corda reale, che ha un diametro finito, & anche soggetto
ad oscillazioni di torsione ed ad oscillazioni longitudinali (di compressione) di cui non terremo
conto, ma che devono essere considerate in uno strumento musicale reale. La corda comunque
non ¢ completamente libera di oscillare anche perche e immersa nell’aria. Il moto della corda
viene trasmesso all’aria che ¢ colpita violentemente dalla corda. L’accoppiamento con I’aria ¢ un
ulteriore processo che spegne l'oscillazione della corda sottraendone energia. L’accoppiamento
diretto della corda con I'aria € comunque molto debole e per produrre un suono udibile a distanza
€ necessario adoperare una cassa armonica o cassa di risonanza che trasforma le onde della corda
in onde meccaniche della cassa (ancora una volta sottraendo energia alla corda e smorzandone le
oscillazioni). A loro volta, queste onde meccaniche delle pareti della cassa armonica spingono in
modo efficace laria (perché la superficie di contatto con I’aria ¢ molto maggiore di quella della
corda), creando le tipiche onde sonore emesse dagli strumenti a corda. Dunque le oscillazioni
della corda si tramettono direttamente alla cassa per via meccanica. La cassa si pud pensare
come costituita da membrane oscillanti che, nel nostro modello semplificato per descrivere i
fenomini di smorzamento dovuti all’attrito ed all’interazione con l’esterno, seguono ’equazione
, in cui u rappresenta la deformazione trasversale (perpendicolare rispetto alle membrane
a riposo) delle membrane stesse. In generale non tutte le pareti della cassa armonica oscillano
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sensibilmente: nella famiglia di strumenti musicali del violino oscillano quella superiore detta
tavola armonica e quella inferiore. Il termine forzante della sorgente S in e ora dovuto alla
corda oscillante (la trasmissione della forza avviene in modo complesso tramite strutture di ac-
coppiamento tra cassa e corda. Negli strumenti a corda come il violino, questa struttura include
il ponticello su cui passano le corde, che appoggia vicino all’anima (il cilindro di legno incastrato
trale due facce del violino che tramette il moto della tavola armonica alla faccia posteriore dello
strumentdﬂ) ed ¢ attaccato alla catena (un robusto listello di legno fissato nella direzione delle
corde alla tavola armonica, al di sotto delle corde). La forma della funzione S sara complicata,
ma si potra sempre decomporre come in , dove ora le frequenze kf = ck/(2L) saranno
proprio le frequenze di risonanza della corda di lunghezza L.

La cassa armonica deve avere un tempo di smorzamento delle oscillazioni molto piu rapido di
quello delle corde, in modo tale che, come visto nella sezione la corda possa pilotare la
cassa tramite il termine di sorgente S nell’equazione . Sono le oscillazioni della cassa che,
alla fine, producono in modo efficace, facendo oscillare ’aria, un’onda acustica. In definitiva le
parti della cassa armonica sono pilotate ad oscillare alle frequenze che impongono le corde. Per
questo il sistema di trasmissione dell’oscillazione deve essere tale che, malgrado l'oscillazione
della cassa, la lunghezza delle corde rimanga fissa (altrimenti le frequenze di risonanza delle
corde non sono fissate) e venga tramessa una grande forza alle pareti della cassa.

Fuori dalla corda e fuori dalle pareti della cassa armonica ’aria ¢ libera, ma viene attraversata
da una perturbazione di pressione dovuta all’urto con le pareti della cassa armonica. L’equa-
zione per queste onde di pressione ¢ dunque la con condizioni al bordo dove e presente
la struttura della cassa di risonanza. Se ci mettiamo in un punto fissato dello spazio x fuori
dallo strumento musicale e misuriamo, al variare del tempo, il valore della pressione dell’aria
p = p(t,x), scopriamo che si tratta di un fenomeno periodico (per tutto il tempo in cui la regione
¢ attraversata dalla perturbazione di pressione) esattamente come accade osservando un punto
della corda al variare del tempo.

Possiamo precisare quantitativamente quanto abbiamo appena detto, tenendo conto dei risultati
delle sezioni precedenti.

Supponiamo che la corda oscilli con un’onda trasversale (nel seguito y(¢,x) denota la deforma-
zione longitudinale della corda e ¢ indica la velocita di propagazione, precendentemente indicata
con v) che contiene pit frequenze:

y(t,x) = i" C, sin (?t + (5n) sin (sz) . (7.95)
n=1

L’Hertz — indicato con Hz — € 'unita di misura delle oscillazioni nel tempo ed ¢ pari ad un’oscil-
lazione al secondo. Le frequenze fondamentali ¢/(2L) variano dai 40H z ai 3000H z considerando

81n alcuni casi viene incollata, ma questo va a scapito del suono, in quanto l’onda viene smorzata dalla colla
e diventa impossibile la cosiddetta “registrazione”, cioe lo spostamento dell’anima. Al fine di migliorare il suono
¢ infatti possibile che un liutaio, per mezzo di uno strumento specifico simile a un piede di porco, dia dei piccoli
colpetti all’anima per spostarla e rendere piu chiaro il timbro dello strumento. L’autore & grato a Cristina
Chinaglia per questa spiegazione.
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tutti gli strumenti a corda della famiglia del violino (dal contrabbasso al violino). Al solito pos-
siamo pensare che la serie scritta sopra sia in realtd una somma finita, dato che le ampiezze C),
diventano molto piccole, negli strumenti musicali a corde per n > 14 — 15. L’oscillazione della
corda viene trasferita meccanicamante alla cassa tramite apposite strutture. Le pareti oscillanti
della cassa (tipicamente due) saranno forzate ad oscillare come membrane oscillanti.

Osservazioni 7.8. In realta, assumere che le facce oscillanti di un violino o di una chitarra
siano membrane, che dunque oscillano solo trasversalmente, & una rozza approssimazione perché
trascura completamente il fatto che le pareti della cassa armonica non sono membrane tenute in
tensione da un telaio rigido (come accade nel temburo), ma sono strutture con tensioni interne gia
in condizioni di riposo, come accade in una lamina di materiale plastico o metallico. La presenza
di tensioni interne nella situazione di riposo produce una differente equazione differenziale lineare
che descrive le onde di deformazione di simili strutture piane. Nel caso di piastra omogenea ed
isotropa I’equazione nella versione piu elementare di equazione differenziale che descrive le piccole
oscillazioni verticali della faccia piana orizzontale & quella di D’Alembert, in cui il laplaciano A
¢ sostituito da —A? dove

o* ot ot
- 49 - 4=

Ox? + Ox20y> + oy*
La trattazione quantitativa delle soluzioni € pero essenzialmente identica: in generale ¢ sufficiante
rimpiazzare ['autovalore generico A di —A (che sappiamo essere reale negativo) con 'autovalore
—A% di —A? nelle formule viste. Si osservi infatti che le autofunzioni di A (con autovalori \)
sono anche autofunzioni di —A? (con autovalori —\?) e continuano a costituire una base Hilber-

tiana di L?(D,dzdy). In particolare continuano quindi ad esistere le linee nodali delle piastre
oscillanti rappresentate per esempio nella figura

A% = AA

Rimanendo nella descrizione approssimata della cassa armonica in termini di membrane oscil-
lati, consideriamo una di queste membrane oscillanti adattando delle coordinate x,y ad essa e
misurando la deformazione lungo z con la funzione u(¢,z,y). Per un punto che ha coordinate
(z,y) in quiete su una parete della cassa armonica, a “grandi tempi” ¢ (che in realta significa
istantaneamente se la cassa ¢ costruita bene in modo da smorzare rapidamente la fase transiente)

ha la struttura prevista dalla ((7.55)):

+oo
u(t,x,y) = Z By, (z,y) sin (?t + en(x, y)) , (7.96)

n=0

come abbiamo visto nella sezione Le membrane oscillanti colpiranno I'aria (e tutto que-
sto processo avviene fuori dalla cassa armonica) producendo un’onda sonora di pressione. La
pressione p, rispetto alla pressione dell’aria a riposo, nel punto x € R? attraversato dell’onda
acustica creata dalle oscillazioni della cassa, ha un andamento temporale del tipo:

p(t,x P0+ZC Jsin (Tt +0,(x)) (7.97)
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Figura 7.4: Frequenze di risonanza di un violoncello rappresentate dai picchi in figura: in ascissa

si vede la frequenza della corda oscillante in H z, in ordinata, in dB, appare la potenza del suono
prodotto alla fine da tutta la struttura nel punto di rilevamento del suono. Il picco intorno ai
95H z, & la risonanza di Helmholtz dovuta all’aria ed ai fori ad “effe”, le rimanenti sono dovute
ai modi normali delle pareti della cassa armonica. I due picchi indicati corrispondono a due wolf
tones: il Fa diesis suonato sulla corda del Re e il Fa suonato sulla corda del La.

Osservazioni 7.9.

(1) Si osservi che le frequenze:
cn

Un = i )
che appaiono negli sviluppi dell’oscillazione della cassa e dell’aria sono esattamente le stesse di
quelle delle corde. Le corde dunque pilotano il sistema. Si osservi che le dette frequenze sono
privilegiate per le corde perché corrispondono alle frequenze proprie delle corde. Viceversa non
rappresentano, in generale, nulla di particolare per la cassa e per I’aria.
(2) Nello sviluppo I’onda sinusoidale con n = 1 viene detta fondamentale, mentre le
rimanenti, associate al numeri n = 2, 3,4 sono dette armoniche. Le frequenze temporali della

perturbazione di pressione,
cn

2L’

che appaiono nello sviluppo sono quindi esattamente le stesse che appaiono nello sviluppo
della perturbazione trasversale della corda .

(3) 1l passaggio dalla funzione y che esprime loscillazione della corda, alla funzione Ap tiene
conto di tutti i fenomeni di risonanza della cassa che modificano le ampiezze delle varie frequenze
(nell’analisi temporale) con cui si decompone la vibrazione y, pur mantenendo nell’oscillazione
di pressione finale le stesse frequenze iniziali. Queste informazioni sulle risonanze sono inglobate
nelle funzioni coefficienti CJ,(x) e prima di essi nelle funzioni By, (z,y) come descritto preceden-
temente. Le risonanze sono in massima parte dovute alla struttura della cassa che produce i
suoni principalmente all’esterno di essa (come un pistone che mette in moto l’aria esterna alla
cassa), ma non solo. C’¢ una risonanza in pit non dovuta alla cassa armonica, ma dovuta all’a-
ria stessa che oscilla come un risuonatore di Helmholtz dentro la cassa uscendo dai fori appositi
(le fessure a “effe” per violino viola e violoncello) di cui bisogna tenere conto nel calcolo dei

VUp —

220



coefficienti CJ,(x). La ﬁguraﬂ illustra le ampiezze, dovute alle varie risonanze della cassa, che si
ottengono facendo vibrare le corde del violoncello alle frequenze indicate in ascissa, assumendo
che I'ampiezza dell’oscillazione delle corde sia la stessa al variare della frequenza. Come si vede
la cassa risponde in modo molto differente a seconda della frequenza imposta dalle corde. Un
meccanismo del tipo di quello della risonanza di Helmholtz & responsabile dell’amplificazione
delle frequenze piu basse, quelle ottenute facendo vibrare la corda del Do. La nota Sol suonata
su tale corda ha una frequenza vicina al picco intorno a 95 Hz della risonanza di Helmholtz. Le
altre frequenze sono amplificate da risonanze della cassa. In particolare della tavola armonica:
la faccia superiore della cassa.

Per quanto riguarda la risonanza di Helmholtz, quello che accade ¢ che, in riferimento alla se-
zione [7.2.4] invece di oscillare 1’aria nel collo della bottiglia (qui rappresentato da ciascun buco
delle fessure ad “effe”), oscilla forzatamente il volume della bottiglia, facendo oscillare I’aria nel
collo della bottiglia e producendo suono con volume rilevante intorno alla frequenza di risonanza
di Helmoholtz. Esiste una formula empirica (dovuta a Itokawa e Kumagai) che predice il valore
della frequenza di risonanza di Helmholtz vy per un violoncello in funzione dei suoi parametri:

0.27v A4
vg = T y

dove A e I'area delle fessure ad “effe”, V' il volume della cassa armonica e v la velocita del suono
nell’aria (circa 340m/s).

(4) Le frequenze di risonanza v, della cassa di risonanza sono differenti dalle frequenze v, = kf
delle corde. Quando risultano essere troppo vicine (e questo succede abbastanza spesso nel
violoncello) si instaurano i pericolosi fenomeni di risonanza descritti nella sezione precedente tra
corde e cassa e il suono non ¢ ben controllabile dal musicista: si hanno i cosiddetti wolf tones o
note del lupo.

(5) La particolare forma della cassa degli strumenti a corde (suonati con I’arco) & dovuta al fatto
che tale forma assicura che le frequenze di risonanza della cassa (delle due facce) cadano “nei
punti giusti” rispetto alle frequenze di risonanza delle corde per ottenere il timbro particolare
di tali strumenti. I liutai che costruiscono gli strumenti sanno per esperienza come costruire la
cassa.

7.3.2 Il suono prodotto dagli strumenti musicali a corde.

La musica utilizza un tipo di onde di pressione che cadono sotto il nome di “suoni”. Si tratta di
una caratterizzazione psicofisica piu che puramente fisica. Se la frequenza dell’onda di pressione
(piu in generale se le frequenze nello sviluppo di Ap in con coefficienti C} (x) abbastanza
grandi) ¢ abbastanza elevata ma non eccessivamente, tra 12Hz e 12000H z, il nostro orecchio la
percepisce come un suono e non percepisce ’alternarsi delle oscillazioni di pressione come accade
per frequenze piu basse di circa 12Hz. Sopra circa 12000H z, il nostro orecchio non riesce

9Renzo Vitale: “Caratteristiche generali del timbro e sue peculiaritd nel suono del violoncello”, Report per i
corsi di: Acustica e Psicoacustica Elaborazione Numerica del Segnale A.A. 2004-2005.

221



Figura 7.5: Oscillazione della cassa di risonanza di un violoncello visti sulla tavola armonica.
La risonanza di Helmoholz ¢ Ay. La risonanza Cj si incontra a 226H z, la Cy appare a 194H z
entrambe sono dovute ad oscillazioni della cassa. 77 ¢ data da un’oscillazione per la maggior
parte dovuta solo alla tavola armonica.

a percepire nulla in generale. 1Hz corrisponde, in un fenomeno periodico, ad 1 oscillazione
al secondo. Il suono di un diapason che emette la nota pura La di riferimento (vedi sotto),
corrisponde ad un’onda di pressione costituita da un unico sinusoidd™

p(t,x) = po + C'(x) sin(27vt + §(x)) ,

con una frequenza di v = 440H z. In un suono piu complesso, prodotto da una corda vibrante, le
frequenze temporali v, che appaiono in e sono tutte multipli interi della frequenza
della fondamentale e tale frequenza fondamentale si ricava come la differenza delle frequenze di
due armoniche successive:

Vil =VUp+1 —Vn .

Come gia osservato precedentemente, e calcolato nel caso delle membrane vibranti circolari e
rettangolari, quando si considerano strumenti musicali differenti da una corda o da uno stru-
mento a fiato — per esempio la membrana di un tamburo — la deformazione si pud comunque
decomporre in una somma infinita di oscillazioni elementari dotate di frequenze (temporale)
proprie vy. La differenza con quanto accade nelle perturbazioni ondose di una corda ad estremi
fissi e negli strumenti a fiato ¢ che, nel caso della perturbazione di pressione p = p(t,x) pro-
dotta da membrane vibranti liberamente oscillanti, le varie frequenze vy non risultano essere
piu multipli interi di una frequenza fondamentale. Si osservi che cio implica, in generale, che la
funzione t — p(t,x) a x fissato, non sia pitt una funzione periodica, almeno quando i rapporti
tra le frequenze vy non sono numeri razionali. Queste particolarita si ritrovano nelle onde di
suono prodotte da tali strumenti che si dice non essere armonico. Questa e la ragione fisica per
cui il suono degli strumenti a percussione ci appare intrinsecamente differente da quello degli
strumenti ad arco: il cervello non riesce a determinare una frequenza fondamentale.

Torniamo ora agli strumenti musicali che emettono suoni armonici, cioe per i quali vale la de-

composizione in armoniche descritta dalla (7.95) ovvero dalla (7.97)) in cui tutte le frequenze

10Tn realtd questa & un’approssimazione dato che, nella pratica sperimentale, il suono inizia ad un certo istante
finito e termina ad un altro istante finito.
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che appaiono nella decomposizione sono multipli interi di una frequenza fondamentale. Conside-
rando uno strumento a corde, le singole componenti sinusoidali delle due decomposizioni dette,
come detto, oscillano temporalmente con frequenza v, = ¢n/(2L). Tenendo conto della
che esprime la velocita di propagazione della perturbazione sulla corda in funzione della densita
di massa A e della tensione 7 abbiamo che:

n T
vy = QL\E (7.98)

La lunghezza d’onda spaziale, lungo la corda, € ancora data da:

L
2

An (7.99)
Si osservi che non abbiamo introdotto una nozione corrispondente alla lunghezza d’onda spaziale
per le onde di pressione, anche se si potrebbe fare. Pertanto la lunghezza d’onda spaziale sara
solo riferita alle onde sulla corda. La lunghezza d’onda delle onde di deformazione della corda
¢ legata alla frequenza temporale delle stesse onde della corda che € la stessa che appare per
le corrispondenti onde sonore di pressione. Modificando la lunghezza d’onda delle onde di
deformazione della corda, si modifica la frequenza temporale delle onde di pressione del suono.
Questa ¢ la tecnica che si usa suonando la chirarra oppure il violino: la corda viene fatta oscillare
con una lunghezza d’onda scelta dal musicista. La scelta e conseguenza del fatto che, I’esecutore
preme la corda in determinati punti con le dita, producendo “artificialmente” dei punti nodali
per la corda in tali punti. In questo modo lo sviluppo dell’onda di deformazione della corda in
armoniche puo avere solo quelle lunghezze d’onda compatibili con il punto nodale imposto. Tra
poco ritorneremo su questa tecnica discutendo come il nostro cervello individua la frequenza
fondamentale in un suono.

7.3.3 Le note musicali pure e note con timbro.

Le singole oscillazioni sinusoidali ad n fissato di una corda che produce suono, trasformate in
onde di pressione (purché le frequenze stano nel range prima indicato) vengono avvertite dal
nostro orecchio come toni puri di suono cioe note pure. Come accennato sopra un diapason
emette una nota pura chiamata La di riferimento la cui frequanza di 440H 2.

Si osservi che per ottenere uno stesso tono puro alla frequenza, diciamo, vy, possiamo usare
corde di lunghezza diversa, variandone la densita di massa e la tensione. Si vede dalla ,
che, a parita degli altri valori, piu & alta la tensione maggiore sara la frequenza della nota.

In realta I'orecchio umano eccetto che quello di persone particolarmente dotate € incapace di
distiguere le singole frequenze separatamente (chi ¢ abile a farlo si dice che possiede I’ “orecchio
assoluto”). Il nostro orecchio (cioe il nostro cervello) € in realta capace di distiguere solo i rap-
porti tra varie frequenze suonate contemporaneamente o a breve distanza temporale: riesce a
dare il nome ad una nota ascoltata se € noto il nome di una nota precedentementeo contempora-
neamente ascoltata. Per esempio il rapporto di un’ottava € quello di due frequenze una di valore
doppio dell’altra: un musicista riconosce subito quando l'intervallo di due note, cioe il rapporto
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tra le frequenze, € un’ottava.

Bisogna precisare che ¢ difficilissimo, con strumenti meccanici (non elettronici) produrre toni
puri. Infatti, il suono che si ottiene pizzicando una corda (clavicembalo, chitarra, contrabbasso)
oppure percuotendola (pianoforte), oppure strofinandola con un archetto (violino, viola, violon-
cello), corrisponde ad una soluzione dell’equazione di D’Alembert con condizioni di annullamento
al bordo, la cui forma e decomposizione in armoniche sinusoidali dipende dalle condizioni iniziali,
cioe dalla procedura con la quale ¢ stata fatta oscillare la corda. Il suono prodotto ¢ sempre
composto da molte armoniche secondo una certa distribuzione con coefficienti C,, e fasi d,, — co-
me nella e nella corrispondente onda di pressione — che dipendono dalla procedura
usata per mettere la corda in oscillazione. Il numero C/,(x)? & legato all’intensita (o energia
trasportata) del suono nel punto x, pit precisamente all’intensita dell’armonica n-esima. Le fasi
4! (x) non sono invece molto importanti ai fini del riconoscimento del suono, sembra che il nostro
orecchio e il nostro cervello distinguano i suoni guardando alle ampiezze C}, (x) piuttosto che alle
fasi 4/, (x). Quando si cerca di suonare una precisa nota mettendo in oscillazione una certa corda
in un certo modo, in realta si produce un certa soluzione delle equazioni di D’Alembert tale che,
decomponendola in armoniche, ¢ composta da varie armoniche con frequenze multiple di una
frequenza fondamentale v4. Il nostro cervello individua tale frequenza fondamentale (facendo
la differenza delle frequenze delle armoniche successive) e questa definisce la nota associata al
suono. Solitamente, ma non semprdﬂ7 la fondamentale possiede 'ampiezza C; piu grande di
tutte le altre. Si osservi che non e detto che la fondamentale corrisponda a n = 1: dipende
da come mettiamo in oscillazione la corda. Facciamo un esempio. Se blocchiamo una corda di
lunghezza L (per es. premendo con un dito) nel punto L/2, cioé a meta della sua lunghezza, e la
mettiamo in oscillazione in qualche modo mantenendo fissi gli estremi, le frequenze che compon-
gono la forma d’onda saranno vincolate ad avere un nodo a meta della corda: sara ammissibile
la frequenza vy = ¢2/(2L), ma anche ogni frequenza v, per cui vale k/n = 1/2 per qualche
k=1,2,...n, in modo da avere un nodo in L/2. In pratica tutte le frequenze vy, = c2k/(2L)
per ogni k = 1,2,... saranno presenti anche se con ampiezze che dipendono da come abbiamo
messo in oscillazione la corda. Quando analizziamo il suono risultante, cioe I’onda sonora emessa
dalla corda, senza guardare la corda che lo ha prodotto, possiamo ricostruire la fondamentale di
questa sequenza di armoniche come la differenza tra due frequenze di due armoniche successive
che rileviamo nell’onda sonora. In questo caso abbiamo:

Vo(n+1) — Von = 12

e non v1! Il suono prodotto da questa corda vibrante, in cui imponiamo un nodo alla sua meta,
avra frequenza doppia (un ottava sopra) di quello prodotto dalla stessa corda senza porre il dito
a bloccarne la meta. Se suonassimo la stessa nota di sopra, invece di mettere il dito a L/2,
tenendo la corda libera (sempre fissata agli estremi), ma dimezzando la lunghezza della corda

11n certi casi Pampiezza massima si ha sulla prima armonica dopo la fondamentale, come in certi strumenti a
fiato. Da studi sperimentali risulta anche che, cancellano completamente la componente fondamentale di un suono,
ma lasciando le altre armoniche anche solo dalla 4* in poi, abbastanza inaspettatamente il nostro cervello riesce
comunque a ricostruire la fondamentale assegnando al suono la nota corrispondente alla frequenza (fondamentale)
in realta assente.
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o quadruplicandone la tensione, otterremo la stessa frequenza (ora data dalla fondamentale),
ma la distribuzione di ampiezze sulle armoniche successive alla fondamentale potrebbe essere
diversa e quindi il suono potrebbe risultare differente (anche se la nota ¢ percepita come la
stessa). La differenza e nel timbro, nozione che andiamo a discutere. Partiamo con 'osservazione
sperimentale che, in realta, le armonche udibili nel suono prodotto da uno strumento musicale
sono al piu circa una decina, le rimanenti hanno solitamente ampiezza troppo bassa per essere
udite. Per esempio, approssimativamente parlando, 'ampiezza C), delle armoniche decresce come
1/n negli strumenti ad arco e come 1/n? nel pianoforte (tuttavia, come gia detto, le ampiezze
associate dell’onda di pressione C/ (x) non decrescono necessariamente nello stesso modo, perché
bisogna tenere conto della presenza della cassa armonica che amplifica, fa risuonare e smorza
diversamente le varie frequenze). Le rimanenti armoniche della decomposizione di un suono
oltre alla fondamentale, sempre presenti e con intensita che dipendono dal tipo di strumento,
producono il caratteristico timbro dello strumento, per il quale una stessa nota, suonata da
un violino oppure da un pianoforte (oppure, come detto sopra, prodotte da uno stesso violino,
ma con due procedure differenti) viene avvertita dal nostro orecchio come differente. Il timbro
dipende da due fattori: la procedura con cui la corda ¢ messa in eccitazione e come ¢ costituita
la cassa armonica (includendo la struttura meccanica che trasmette la vibrazione dalle corde
alla cassa, per esempio il cosiddetto ponticello per violino, viola e violoncello).

7.3.4 Scale e temperamenti

Nel Medioevo i teorici della musica teorizzarono ed usarono un tipo di scala musicale attribuita
a Pitagora: la scala Pitagorica. A tale matematico si attribuisce tradizionalmente 1’osservazione
che gli “intervalli musicali”, cioe i rapporti tra frequenze dei suoni usati come base per comporre
la musica corrispondono a rapporti numerici tra numeri interi relativamente piccoli. I recipro-
ci di tali rapporti, dato che A\ v, = ¢, corrispondono a rapporti tra le lunghezze d’onda cioe
tra le lunghezze delle corde che producono tali suoni, quando queste oscillano presentando lo
stesso numero di nodi (cioe lo stesso valore n). La scala pitagorica infinita ¢ costituita dalla
successione di infinite sequenze fondamentali di sette note che chiameremo convenzionalmente
Do, Re, Mi, Fa,Sol, La, Si, ordinata nel senso della frequenza (o “altezza”) crescente, i rapporti
detti “quinte” e “quarte” corrispondono esattamente alle frazioni 2/3 e 3/4, rispettivamente,
mentre 1’“intervallo di tono” corrisponde a 8/9 e I’“intervallo di semitono” a 243/256. Due no-
te successive tra sette note Do, Re, M1, Fa, Sol, La, Si hanno rapporti di frequenze di un tono
(8/9) eccetto Mi/Fa che corrisponde ad un semitono (243/256). Il Do iniziale (indicato con
Do') della sequenza successiva alla scala di sette note di cui sopra, ha esattamente frequenza
doppia de Do inziale: il rapporto delle frequenze tra i due Do ¢ detto essere “un ottava”. Accade
lo stesso per il Do della sequenza precedente, che ha frequenza dimezzata... e cosi via all’infinito
nelle due direzioni. All'interno di una fissata sequenza fondamentale di 7 note, nello schema
pitagorico, i rapporti piu interessanti tra le frequenze delle note sono quasi tutti di quarta o di
quinta (es. Re/Sol = Do/Fa = 3/4 mentre Re/La = Do/Sol = 2/3) che, nella teoria pitagorica
sono pensati come particolarmente “consonanti” (cioe belli da sentire). Piu avanti, sempre nel
Medioevo, venne introdotta la scala pitagorica cromatica in cui vengono aggiunte altre 5 note
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Figura 7.6: Le due regioni di R? esibite da Gordon, Webb e Wolpert che, benché non isometriche,
producono gli stessi autovalori per l'opertaore di Laplace con condizioni di Dirichlet.

alle 7 fondamentali (i “diesis” e i “bemolle”) dividendo, rozzamente parlando, i toni in due se-
mitonﬂ in modo tale che tra le 12 note ottenute in questo modo, tra una nota e la successiva ci
fosse sempre un rapporto razionale di frequenze con “numeri piccoli” a numeratore e denomina-
tore. Nasce il problema che, con questa procedura, non accade piu che la tredicesima nota abbia
frequenza pari a due volte quella della prima, cioé non si riesce ad ottenere I'intervallo di ottava.
Un miglioramento viene fatto da Zarlino nel 1558 che introduce nuovi rapporti ammissibili di
frequenze oltre alle quarte e le quinte: i rapporti 4/5 e 5/6, “terza maggiore” e “ terza minore”.
Nella scala di Zarlino o scala naturale compaiono due diversi intervalli di tono, cioe tra le note
successive che non siano Mi — Fa (che ora ¢ 15/16 invece di 243/256): il “tono maggiore” 8/9
e il “tono minore” 9/10. Il discepolo di Zarlino, Vincenzo Galilei (padre di Galileo) propose
l’adozione di un semitono corrispondente a 17/18 reintroducendo ulteriori 5 note. Anche queste
proposte hanno inconvenienti oltre che pregi.

Nella teoria musicale basata sul “temperamento equabile” (dal XX secolo praticamente adottata
da tutti) il rapporto tra due note consecutive delle 12 di un ottava & 2-1/12. & questo il rapporto
di frequenze tra le note di due tasti consecutivi in un pianoforte, includendo nell’ordine sia i
tasti bianchi che quelli neri (che sono appunto, 7+5 = 12 in tutto per ogni ottava). A differenza
delle teorie precedenti e delle idee pitagoriche basate su rapporti di numeri interi, ora i rapporti
tra le note sono numeri irrazionali eccetto che per le ottave ed i multipli delle ottave in cui
si trovano potenze di 2; cio che si guadagna e che i rapporti tra le note successive sono tutti
uguali. Il temperamento equabile era gia stato preso in considerazione da Vincenzo Galilei e dal
matematico Simone Stevino alla fine del secolo XVI, ma come detto venne adottato su vasta
scala solo all’inizio del secolo XX sia per motivi di carattere estetico (I’abbandono dei rapoorti
razionali) sia per ragioni di natura tecnologica (la difficolta pratica di accordare strumenti con
rapporti irrazionali in modo preciso).
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7.3.5 Possiamo udire la forma di un tamburo?

Consideriamo un tamburo la cui membrana oscillante & un insieme ©Q C R? il cui bordo & una
curva C* a tratti. Le deformazioni verticali u = u(¢,x) della mambrana si possono decomporre
come sovrapposizioni di soluzioni elementari del tipo ([7.25))

Upa(t,X) = Cy o sin(VV =Xt + 0 o) Pr (%) , (7.100)

dove A & il generico autovalore del laplaciano sulla superficie rappresentata dalla membrana non
deformata. La deformazione effettiva conterra in generale una somma infinita di deformazio-
ni elementari come quelle scritte sopra, includendo tutti i valori A € 0,(A) e la convergenza
della serie deve essere intepretata nella topologia opportuna, cosa di cui non ci occupiamo. Il
suono (rumore) prodotto da questa membrana a causa delle onde di pressione che essa produce
frustando l'aria, similmente a quanto detto per gli strumenti a corda, si ottiene sostituendo la
membrana alle corde nella discussione della sezione[7.3.1l Si conclude che le onde sonore emesse
dal tamburo saranno delle sovrapposizioni di onde di pressione, le cui frequenze temporali sono
le frequenze di risonanza della membrana.

p(t,x) = po + > Ch o (x) sin (vV/ =2t + 6} ,(x)) . (7.101)

Aop(A), a=1,...,dy

Ci si pud chiedere se, una volta rilevate queste frequenze vv/—\ con qualche strumento di analisi
del suono, cioé una volta noti gli autovalori A dell’operatore di Laplace su € con condizioni di
Dirichlet, sia possibile risalire alla forma stessa di 2. Si osservi a tal fine che, per esempio,
gli autovalori del laplaciano sulla membrana rettangolare oppure circolare sono profondamante
differenti, come visto nella sezione

La questione e stata posta per la prima volta da M. Kac nel 1966 E ed e stata generalizzata
al caso di “membrane” date da varietd (in generale compatte e senza bordo) di dimensione
arbitraria. Il problema (nella forma originale data da Kac) ¢ rimasto aperto fino al 1992 quando
Gordon, Webb e Wolper@ hanno esibito un controesempio che corrisponde alla figura, in cui
si vedono due membrane di forma differente che, come gli autori hanno dimostrato, hanno
comunque gli stessi valori per gli autovalori dell’operatore di Laplace con condizioni di Dirichlet.
Molti aspetti di questo intrigante problema, specialmente nelle versioni in dimensione superiore
a n = 2, sono tuttora aperti.

Se si considerano restrizioni della classe di sottovarieta in sui si lavora la risposta al questito
di Kac pud essere poisitiva. Si puod infatti dimostrare che se, nel caso regioni piane D C R?
aperte, connesse, convesse e limitate, se si richiede che il bordo D sia analitico (cioe descritto
localmente da una curva della forma y = g(z) oppure x = h(y), dove g e h sono funzioni

12Le precedenti 7 le possiamo pensare come i tasti bianchi in un ottava del pianoforte, queste ulteriori 5
corrispondono ai tasti neri anche se la questione € piti complessa in realta.

3Kac, Mark (1966), “Can one hear the shape of a drum?”, American Mathematical Monthly 73 (4, part 2):
1-23.

Gordon, C.; Webb, D.; Wolpert, S. (1992), “Isospectral plane domains and surfaces via Riemannian orbifolds”,
Inventiones mathematicae 110 (1): 1-22.
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analitiche reali), allora lo spettro del laplaciano in D con condizioni di annullamento su 0D
individua univocamente D nella classe detta.
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Capitolo 8

Equazioni paraboliche: ’equazione
del calore e le sue proprieta
elementari.

In questo capitolo ci occuperemo di studiare le proprieta elementari delle equazioni alle derivate
parziali di tipo parabolico, usando come modello la famosa equazione del calore.

8.1 L’equazione del calore dalla termodinamica dei continui.

Il calore € una modalita attraverso la quale i corpi fisici macroscopici si traferiscono energia
senza cedere impulso e momento angolare macroscopico. I corpi, ricevendo o perdendo calore,
alternano localmente le loro proprieta secondo ben precise leggi termodinamiche connesse alle
temperature locali in gioco. L’equazione del calore, malgrado il nome, ¢ un’equazione per la
temperatura pensata come funzione del tempo e del posto in un mezzo continuo (cioé model-
lizzabile come un insieme aperto connesso di R? eventualmente dotato di bordo) in grado di
trasportare calore al suo interno. Tale equazione & ottenuta tenendo conto delle varie proprieta
termodinamiche del calore. Nel seguito considereremo tutte le funzioni che appariranno almeno
di classe CY e, dove necessario, anche differenziabili con continuita.

Consideriamo un corpo continuo descritto nello spazio di quiete, identificato con R3, di un siste-
ma riferimento, al variare del tempo ¢ € R. Indichiamo con p = u(t,x) > 0 la densita di massa
del continuo e con ¢ = c(¢,x) in flusso di calore che attraversa il continuo, pensato come una
funzione a valori vettoriali.

Il calore si propaga dentro i corpi, ed in particolare nel continuo che stiamo considerando, con
una ben precisa legge che lo collega al gradiente di temperatura (assoluta) T'= T'(¢,x) > 0 che
incontra nel mezzo, punto per punto ed istante per istante. Infatti il flusso di calore soddisfa
I’equazione di Fourier:

c(t,x) = —k(t,x)VxT(t,x) , (8.1)

229



dove k > 0 € una proprieta nota del mezzo detta conduttivita termica. La legge fisica scritta
sopra dice che il calore si propaga dalle regioni a piu alta temperatura verso quelle a piu bassa
temperatura, il coefficiente k precisa come tale propagazione dipenda dal mezzo.

Se consideriamo una porzione di continuo V' (un insieme aperto a chiusura compatta) la quantita
di calore Qv (t) che esso riceve puo arrivare: (i) da una sorgente contenuta nel volume stesso
oppure (ii) fluire attraverso la superficie 9V, che noi supporremo essere regolare ed orientabile.
Vale infatti I’equazione di bilancio (n ¢ il versore normale uscente come al solito):

devit) _ /V (t, x)g(t, x)d — ?{ o(t,y) - ndS(y), (8.2)
+avV

dove ¢ ¢ la sorgente di calore per unita di massa. L’equazione di sopra collega il calore ricevuto
dal continuo alle “sorgenti di calore” in senso generico (pensando la frontiera del continuo come
una sorgente). Tuttavia esiste un legame fenomenologico che lega il calore ricevuto per unita
di tempo da una porzione di continuo, in quietfﬂ nel sistema di riferimento considerato, alla
variazione di temperatura per unita di tempo del continuo stesso, prescindendo da come tale
calore ci sia arrivato. Infatti, se & noto il calore specifico per unita di massa ¢(t,x) > 0 del nostro
mezzo continuo, possiamo scrivere 1'ulteriore relazione:

deVt(t): /V H(t,x>c(t,x)%€d3x. (8:3)

Mettendo insieme le ultime due equazioni, usando il teorema della divergenza nella prima,
abbiamo che deve valere:

T
/ (,uc(t,x)a— —pg+ Vx - c> Bz =0.
v ot

Questa equazione deve valere per ogni aperto a chiusura compatta con bordo regolare orientabile
V. Se lintegrando ¢ una funzione continua, I’arbitrarieta di V implica che deve valere, punto
per punto nel volume di continuo ed istante per istante, I’equazione:

wu(t,x)c(t, X)OTétt,x) — p(t,x)q(t,x) + Vx - c(t,x) =0. (8.4)

Se ora ricordiamo che, nel continuo, il flusso di calore soddisfa anche I’equazione di Fourier [8.1
troviamo un’equazione per la sola temperatura:

oT(t,x) 1 q(t,x)
— Vi (k(t,x)VLT'(t = . 8.5
ot p(t, x)c(t,x) ™ (k(t ) VT (¢, %)) c(t, x) (8:5)
che puo essere riscritta come I’equazione del calore nella sua forma generale (per un mezzo
in quiete):
0T Vxk-VxT k
g0 ¥x X AT = g (8.6)
ot e e c

'In caso contrario & necessario sostituire la derivata parziale temporale della temperatura che appare sotto con
la cosiddetta derivata materiale, per tenere conto del campo di velocita del continuo.
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Deve essere chiaro che si tratta di un’equazione di tipo parabolico normale, secondo la classifica-
zione vista nella sezione Nel caso in cui la conduttivita termica del mezzo, k, sia costante
al variare di x, ’equazione di sopra si riduce alla forma standard che considereremo d’ora in poi:

oT(t,x)

o altX)ALT (%) = gt %), (8.7)

dove a > 0 e ¢ (ridefinita inglobando in essa la funzione 1/c rispetto alla situazione generale)
sono funzioni note.

8.2 Condizioni iniziali ed al contorno, frontiera parabolica.

Nel seguito, come al solito, scriveremo A invece di Ay e V invece di V. nei casi in cui ¢io non &
fonte di fraintendimenti. Inoltre, scrivere che f € C*z1""*=" (Q) con © C R™ aperto, significa che
la funzione f ammette le derivate nelle variabili z',..., 2" fino ai rispettivi ordini k.1, ..., kg
e le derivate dette sono funzioni continue congiuntamente in tutte le variabili. Nel caso in cui
Q) sia I'unione di un aperto g e tutto o parte di 90y si assume che esistano anche i limiti
delle derivate dall’interno verso i punti di 9€)¢ che cadono in 2 e che le funzioni derivate siano
congiuntamente continue su §2.

Consideriamo le equazioni differenziali paraboliche ottenute sopra:

(27(: + b(t’ X) . VSO — a(t, x)Agp = q(t, X) . (8'8)

con a > 0, b, g funzioni assegnate, oppure

a(’étt’X) - (I(t, X)Ax(p(tv X) = q(tv X) ’ (89)
con g e a > 0 funzioni assegnate.
I problemi tipici che si incontrano lavorando con equazioni paraboliche come e , inter-
pretate con t € R e x € R", sono generalmente del seguente tipo.
D C R™ & un aperto non vuoto D compatto. Si cerca ¢ € C't>((0,T) x D)NC°([0,T] x D) che,
in (0,7) x D, soddisfi oppure per a > 0,b,q € C°((0,T) x D) funzioni assegnate,
ovvero a,q € C°((0,T) x D) con a > 0, nel caso dell’equazione .

Si puo anche considerare il caso del problema esterno in cui si lavora in [0,7] x (R™\ D). 1l
fatto di lavorare in D con D compatto si dice problema interno. Restringendoci a considerare
il solo problema interno, vengono quindi assegnate condizioni iniziali e condizioni al bordo sulla
funzione .

Le condizioni iniziali corrispondono alla richiesta:

©0(0,%) = @o(x) Vx € D, con g € C°(D) assegnata. (8.10)
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Le condizioni al bordo, riferite all’insieme S := (0, 7] x 0D (notare che i punti a quota t =T
sono inclusi) con vettore normale uscente n, possono essere di tre tipi distinti:

(i) (condizioni di Dirichlet) ¢[s= 1 con 1) € C9(S) funzione assegnata;

(ii) (condizioni di Neumann) se OD & regolare orientabile ed assumendo ulteriormente che
¢ € C%((0,T] x D), si richiede che n - Vip[g= 1 con 1 € C°(S) funzione assegnata;

(iii) (condizioni di Robin) se 0D & regolare orientabile ed assumendo ulteriormente che
@ € O%((0,T] x D), si richiede che ap s +bn - Vi [s= 1) con a,b € R costanti assegnate
tali che ab # 0 e ¢ € C°(S) funzione assegnata.

L’insieme chiuso 0,D7 := DUS C R x R” si dice la frontiera parabolica del problema e
giochera un certo ruolo nel seguito.

Osservazioni 8.1.

(1) Dal punto di vista fisico le condizioni di Neumann corrispondono ad assegnare la componen-
te normale a 9€) del flusso di calore uscente dal bordo della regione nella quale si vuole studiare
la temperatura.

(2) Differentemente dalle equazioni delle onde, se ¢ = ¢(t,x) risolve ’equazione del calore,
¢ = p(—t,x) generalmente non la risolve. Questo & dovuto al fatto che il tempo appaia in
una derivata prima e non seconda e riflette 'irreversibilita fisica dei processi termodinamici di
propagazione del calore.

(3) Differentemente dal caso delle equazioni iperboliche, siamo stati molto attenti a separare
nettamente i dati che devono valere sul bordo S e condizioni che devono valere a ¢t = 0. Il punto
& che nelle equazioni paraboliche il passaggio dat > 0 a t = 0 & molto drastico e le soluzioni
perdono regolarita, per esempio passando da funzioni analitiche a funzioni al piu continue! In
generale € impossibile richiedere piu della sola continuita per raccordare le soluzioni con il dato
a t = 0, mentre sul bordo laterale S si puo chiedere molto di piu. In ultima analisi cioe & dovuto
al fatto che le superfici a ¢ = 0 sono superfici caratteristiche delle equazioni paraboliche e
, come osservato nel capitolo iniziale.

Vedremo pin avanti (teorema che e possibile costruire soluzioni dell’equazione del calore
le cui condizione iniziale non ¢ nemmeno continua, ma misurabile con qualche proprieta di in-
tegrabilita (vedremo il caso .#2). In questo caso la soluzione non & C? fino al bordo a t = 0
e il “raccordo” della soluzione con il dato iniziale & descritto rispetto ad opportune topologie,
proprie della classe di funzioni alla quale appartiene il dato iniziale.

(4) Si possono considerare casi in cui D non ¢ limitato e sono assegnate condizioni iniziali. In
questo caso le condizioni al contorno, che sono importanti per i teoremi di esistenza ed uni-
cita sono, in generale, rimpiazzate da condizioni sull’andamento all’infinito spaziale (cioe per
|x| — 400 a t fissato) per il campo ¢ incognito. Anche nel caso di D illimitato pud comunque
esistere dD. Si devono in tal caso anche assegnare condizioni al bordo su (0, 7] x 0D per ottenere
teoremi di esistenza ed unicita. Vedremo questo piu avanti.
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(5) Nel caso di D a chiusura compatta consideriamo ’equazione in cui le condizioni al
bordo di Dirichlet, il termine di sorgente ¢, la funzione a siano funzioni costanti nel tempo. Ci
si aspetta dalla fisica, che la soluzione del problema con condizione di Dirichlet a grandi tempi
(t = 400) si assesti ad una funzione costante nel tempo imposta dalle sole condizioni al bordo e
dal termine di sorgente (e dalla funzione a che ¢ assegnata), perdendo memoria delle condizioni
iniziali.

Tale soluzione asintotica ¢o, dovrebbe quindi soddisfare I’equazione del calore e contempora-
neamente essere costante nel tempo cioe I’equazione di Poisson:

Axpoo(x) = —

Sotto opportune ipotesi, lo studio matematico delle soluzioni del problema di Dirichlet per
I’equazione del calore a grandi tempi prova che questo fatto € corretto.

8.3 Un problema atipico, ma storicamente importante: il pro-
blema della cantina di Fourier

La serie di Fourier e stata introdotta da Fourier per risolvere problemi di matematica applicata
legati all’equazione del calore del tipo di quello che andiamo a studiare. Si tratta di determinare
I’andamento della temperatura nel sottosuolo ad ogni quota al variare del tempo quando & noto
I’andamento della temperatura come funzione del tempo al livello del suolo, descritto da una
funzione periodica del tempo con periodo di un anno solare. Il fine ultimo & quello di determinare
la profondita alla quale costruire una cantina in cui conservare cibo con una variazione terminca
annuale sufficientemente piccola, conoscendo la variazione termica a livello del suolo e i parametri
termometrici dello stesso. L’importanza storica del tipo di idee euristiche introdotte da Fourier
per risolvere il tipo di problemi che stiamo per introdurre sta nel fatto che hanno portato alla
nascita della teoria della serie di Fourier (J.B.J. Fourier “Sulla propagazione del calore nei corpi
solidi” 1808 e “Teoria analitica del calore” 1822).

Tratteremo il problema nel solo caso unidimensionalmente mentre una trattazione piu realistica
richiederebbe di sostituire la derivata seconda spaziale con il laplaciano. Di fatto cercheremo
una funzione temperatura u = u(t,z), con t € R e z € [0,+00), dove x rappresenta la distanza
dal suolo sottoterra per cui ’asse « ¢ diretto verso il basso e la quota @ = 0 corrisponde al suolo.
La semplificazione dell’'uso della derivata seconda nella sola variabile x, omettendo quelle nelle
variabili y e z che appaiono in Ay, & giustificata quando si assuma che la temperatura nei piani
descritti dalle coordinate y, z paralleli al terreno di profondita x sia costante. Tale assunzione e
ragionevole dal punto di vista fisico se il materiale di cui € composto il terreno & omogeneo ed il
terreno e piano. La funzione u soddisfa quindi I’equazione del calore in R x R:

ou 9%u
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per una costante positiva a > 0 che tiene conto dei parametri termometrici del suolo, assumendo
che a non dipenda dal posto, come gia detto, e dal tempo. E naturale assumere almeno che

u e C'*% (R x (0,400)) NCOR x [0, +00)),

poi preciseremo meglio le richieste sulla regolarita ai bordi del dominio, e che sia periodica nel
tempo di un certo periodo 7' > 0 (un anno nella situazione concreta):

u(t+T,x) = u(t,z) perogni (t,z) € R x [0, +00). (8.12)
Infine, come detto, si deve avere una condizione iniziale
u(t,0) = up(t) perogniteR (8.13)

dove ug & una funzione periodica di periodo 7' almeno C°(R), che rappresenta la temperatura a
livello del terreno come funzione nota del tempo.
La formulazione del problema & atipica dal punto di vista della tipologia dei problemi con
dati iniziali e condizioni al contorno, perché le condizioni al contorno sono date su un bordo
“temporale”: il problema potrebbe essere formulato nella banda [0,7] x [0,+00) imponendo
condizioni di periodicita in t = 0 e t = T cosa che infatti faremo sotto. La condizione iniziale &
corrispondentemente data sul bordo temporale ¢t = 0 invece che spaziale. Si tratta quindi di un
tipo di problema che non rientra tra quelli introdotti nella Sezione [8.2|e che quindi affronteremo
con metodi specifici.
Differentemente da Fourier assumeremo che u sia in generale a valori complessi evitando in tal
modo 1'uso della serie di Fourier in seni e coseni, ma sfruttando la piu agile versione in termini
di esponenziali complessi. In questi termini I'osservazione cruciale di Fourier fu che, assumendo
che una soluzione di abbia la forma di un prodotto: u(t,z) = f(t)g(x), 'equazione ({8.11))
produce “separando le variabili” (come abbiamo fatto per ’equazione di KG e D’Alembert sul
segmento nella Sezione ,
Ldf ad’g
fdt gdx?’

per qualche costante E (dato che al solito i due membri sono funzioni di variabili differenti) e
dove abbiamo ignorato problemi di annullamento di denominatori e di regolarita, dato il tipo di
ragionamento del tutto euristico. L’equazione

df

a =
ha come solzione generale f(t) = Ce®' e soddisfa le condizioni solo se F = Z%T" con
n € Z. La soluzione avra quindi una forma:

E =

up(t,n) = Cn(aj)eiw ,

dove C), soddisfa ,
d=C,  2mn
a2 = ar -




Osserviamo che ’equazione e lineare e quindi la combinazione lineare di soluzioni ¢ ancora
soluzione. Inoltre le condizioni di periodicita continuano ad essere soddisfatte se sono soddisfatte
dagli addendi della combinazione. Tenendo conto di cio, la seconda idea cruciale di Fourier fu
quella di pensare che la soluzione del problema posto si potesse cercare nella classe di funzioni
sviluppabili come:

u(t,x) = Z Cp(z)et T

Tutto cio seguito da un opportuno studio della convergenza e della possibilta di passare le
derivate sotto il segno di serie (questioni che, ai tempi di Fourier, non potevano ancora essere
trattate in modo rigoroso e Fourier stesso fu addirittura tacciato di poco rigore matematico
da Laplace e Lagrange nella costruzione teorica della serie omonima benché fu premiato per
il suo lavoro che nel 1811 vinse una competizione internazionale sulla teoria matematica della
propagazione del calore). In realta Fourier scrisse l'identita di sopra in termini di seni e coseni
e quindi come:

u(t,x) = Co(z) + +§An(x) sin (@) + By, (z) cos (@) .
n=1

Possiamo enunciare e provare un teorema di esistenza ed unicita per il problema posto precisan-
do condizioni di regolarita e richiedendo condizioni di limitatezza della soluzione.

Teorema 8.1.  Si consideri il problema di deteminare una funzione
u e CM2%([0,T] x [0, +00); C)
che soddisfi I’equazione del calore (dove a > 0 é una costante nota):

ou 0%
ot~ “oz2

in [0,T] x [0, +00), le condizioni di periodicita tempomleﬂ:

ou ou
E(Oﬁ) = E(

uw(0,z) = u(T,x), T,x) per ognix € [0,+00),
la condizione iniziale spaziale:

u(t,0) = ug(t) per ognit e [0,T].
Si assuma infine che:

(i) la funzione incognita u = u(t,x) sia limitata sul suo dominio [0,T] x [0, +00),

2La condizione sulle derivate prime temporali & conseguenza della richiesta di peridicita temporale sulla funzione
e dell’equazione differenziale stessa.
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(i3) la condizione iniziale ug sia di classe C1([0,T];C) e C? a tratti e, in conformitda con
le analoghe richieste su u, soddisfi condizioni di periodicita con la sua derivata prima:
ug(0) = uo(T) e up(0) = up (7).

Valgono allora i sequenti fatts.
(a) FEsiste una ed una sola soluzione al problema posto ed é la somma della serie convergente
assolutamente ed uniformemente:

71"" 27'rnt n 7'r|n\$
Z VA e P e 0.1 x 0, 400),

nEZ

dove i Cy, sono i coefficienti di Fourier del dato iniziale:

_27rn
C,:= \/7/ vt ’LLO dt.

(b) Nel caso in cui ug sia reale allora: C, = C_,, la stessa soluzione u ¢ reale e puod
alternativamente scriversi come somma della serie convergente assolutamente ed uniformemente:

aT'I 2 2
u(t, x *f—i—ze [Ancos(%nt—\/zg )—l—anm(%nt—\/%mﬂ, (8.14)

dove A, :=2ReC,, e B, := —2Im Cy, pern=1,2,....
(c) Per ogni fissato t € [0,T]:

T
lim wu(t,z) = 1/0 uo(T)dT .

T——+00 T

Dimostrazione. (a) Supponiamo che esista una soluzione u = wu(t,z) al problema detto e
mostriamo che deve avere la forma precisata in (a) dove i coefficienti C), sono determinati dal
dato iniziale. Cio dimostra che, se esiste, la soluzione ¢ unica. Cosideriamo le funzioni:

- 27N
—15t

Te
Cola) = /0 multa)dr, (1,3) € 0.7] % [0.+%0). (8.15)

Per ogni fissato x € [0, +00), il numero C),(z), che & ben definito dato che si integra una funzione
continua [0,7] 3 t — wu(t,x) su un intervallo di misura finita, non & altro che il coefficiente di
Fourier n-esimo della funzione [0,7] > ¢ — u(t,z) sulla base degli esponenziali complessi in
[0,7]. Tenuto ancora conto del fatto che [0,7] ha misura finita, le ipotesi di continuita di
u = u(t,z) e delle sue derivate fino alla seconda in z consentono facilmente di applicare il
teorema di passaggio della derivata sotto i segno di integrale (teorema : basta osservare che
in [0,7] X [xg — d, 29 + &] con § > 0 abbastanza piccolo esiste una costante K > 0 che maggiora
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in tale insieme il valore assoluto di u, delle sue derivate prime e della derivata seconda in x. La
funzione [0,7] > t — K ¢ assolutamente integrabile perché [0, 7] ha misura finita. In tal modo:

2 T ,—i%27t 52 T —i%nmt
d*C, e T 9%t x)dt :/ e T 8u(t,m)dt’
0

de2 ), T Ox? aT ot

dove abbiamo anche fatto uso dell’equazione differenziale. Integrando per parti, tenendo conto
che le funzioni sono periodiche di periodo 7" per cui i termini di bordo producono contributo
nullo, si trova subito che:

d?C, T g (it omn [T e~ %7t omn [T e i7"
= — | ——ul(t dt—[ —1 t,x)dt | =1 t,x)dt
da? /0 ot ( VT ult, ) Yar o T u(t, ) YT . T u(t, z)dt,
cioe 20
n 2™
=1—0y . Nl
dx? “aT Cn(2) (8.16)

Eccetto il caso n = 0 che € banale e produce Cy(z) = Cy+ Doz per costanti arbitarie Cy, Dy € C,
I’equazione di annullamento del polinomio caratteristico:

2_i27m
X = CLT’

per n # 0, ha soluzioni:

27|n| & : 2rt|n| 1 ) ,
= 4y ) L SIgN)im/4 — 4 —(1
T Tar € T 5 1 sien(m)i)

dove sign(n) :=1sen > 0, sign(n) = —1 se n < 0 e sign(0) := 0, cioe

S

m|n . .
X+ == a|T| (1 + sign(n)i) .

Abbiamo quindi le soluzioni generali dell’equazione differenziale considerata per ogni n € Z e
per costanti arbitrarie C,,, D,, € C:

Co(x) = Co+ Doz, Cl) = D, eV arsignm iz o =G (tsignm e 20,

La funzione [0, +00) 3 2 — Cy,(z) deve essere limitata essendo u limitata per ipotesi e
6712"—“1&

T T
|Cn ()] S/o T ﬁ”uﬂoo

Di conseguenza dobbiamo avere che D,, = 0 per n € Z affinché le funzioni C,, = Cy,(x) risultino
limitate quando x — 4o00. Abbiamo trovato che, se esiste una soluzione u al problema posto, le
funzioni C,, = Cy,(z) associate a tale soluzione devono essere della forma

lu(t, z)|dt < < +00.

m|n|

Cp(x) :=Cpe Vot (tsign@) dz ) ¢ 7., (8.17)
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Possiamo ancora dire che le costanti C), coincidono con i coefficienti di Fourier della condizione
iniziale ug. Infatti, ricordando che u(t,0) = up(t) abbiamo da (8.17]),

=)= [ 0y /T ()
S G & o VT
Per ogni fissato  la funzione [0, T] 3 t + u(t, z) & misurabile (perché continua) e in L2([0, 77, dt)
(perché limitata e avendo il dominio [0,7] misura di Lebesgue dt finita) e quindi ammette
sviluppo di Fourier con coefficienti di Fourier dati dai numeri C,,(x). Vale quindi 'identita nel
senso dello sviluppo sulla base hilbertiana di L?([0, 7], dt) data dagli esponenziali normalizzati

i2mmny
e T °.
Nal
—y/ T8l (1 4sign(n) i)e e
u(t,xz) = E Cpe Vol & —— per ogni fissato z € [0, 4+00), (8.18)

VT

dove i ()}, sono i coefficienti di Fourier della condizione iniziale ug. In realta la serie a secondo
membro in converge anche puntualmente, assolutamente ed uniformemente ad una fun-
zione continua per il teorema dato che le funzioni della serie sono continue e la convergenza
¢ uniforme. La convergenza ¢ assoluta ed uniforme per il teorema di Weierstrass sulla con-
vergenza totale, dato che, nelle ipotesi su ug, per la proposizione (6.2} i suoi coefficienti di Fourier
soddisfano

nez

D Inff|Cul < 400 k=0,1, (8.19)
nezZ
e quindi la serie di funzioni a secondo membro in (8.18) ¢ dominata dalla serie convergente di
costanti |C,,| valendo, per (t,x) € [0,T] x [0, 4+00)

w|n|

o ) < |Cyl . (8.20)

|n| i(z’“—"t—si n(n
Cpe Var e\ T gn(n)

A z fissato, le due funzioni di ¢ ai due memebri dell’identita hanno gli stessi coeflicienti di
Fourier (sfruttando lo stesso argomento che abbiamo usato per provare la proposizione , ma
allora devono coincidere esattamente come nella dimostrazione della proposizione dato che
sono funzioni continue di ¢. Per ogni = € [0, 4+00) fissato, l'identita non ¢ quindi solo nel
senso della convergenza in L2, ma vale pit fortemente nel senso dell’identita punto per punto
di due funzioni definite su [0,7]. In definitiva l'identita vale in senso usuale per ogni
(t,z) € [0,T] x [0, +00).

Concludendo, se esiste una soluzione al problema essa ¢ data dalla . Tutto questo prova
I'unicita della soluzione: se esiste deve coincidere con il secondo membro di .

Per quanto riguarda l’esistenza e sufficiente osservare che nelle ipotesi di regolarita su wug che
garantiscono la validita della stima , la serie a secondo membro in non solo converge
ad una funzione di (¢, z) continua su [0, 7] x [0, +00), ma tale funzione puo anche essere derivata
sotto il segno di serie una volta in ¢ e fino a due volte in x, dato che le serie delle derivate
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prime in z e t e seconde in x convergono uniformemente (a funzioni continue), come si dimostra
subito usando il teorema della convergenza totale di Weierstrass e ancora le stime (8.19) e (8.20).
Possiamo dare qualche dettaglio. La serie delle derivate prime in ¢ e infatti

- 21N
ln| 155t

2w —/ 22 (14sign(n) i)z € T
1— E Cpne aT
T VT

neL

il cui termine generico in valore assoluto ¢ maggiorato dalla costante (si osservi in particolare
_,/7lnl
che 0 <e V¥ <1sexe|0,+00)):

2

WW |Cnl .

La serie di queste costanti non negative converge a causa della stima (8.19) con k£ = 1. Quindi
possiamo applicare il teorema di Weierstrass ottendento che la serie delle derivate temporali
converge uniformente e quindi la somma della puo essere derivata sotto il segno di serie
in ¢, producendo una funzione continua (in z e t congiuntamente) perché limite uniforme di
funzioni continue. La serie delle derivate prime in x & invece:

mn| 1 ; ;21N
-V % Z Cpy/|n|(1 + sign(n) i)e” Va7 (14sign(n) dz i2gee
a

nez

il cui termine generico in valore assoluto ¢ similmente a prima maggiorato dalla costante:

s
\ ﬁ\/ \n|\/§ 1Cnl,

che, essendo \/|n| < |n|, & a sua volta maggiorata da

2
\/ Wln! |Ch -

La serie di queste costanti non negative converge a causa della stima ancora con k = 1.
Possiamo allora applicare il teorema di Weierstrass ottendento che la serie delle derivate spaziali
converge uniformente e quindi la somma della puo essere derivata sotto il segno di serie
in z, producendo una funzione continua (in x e ¢t congiuntamente) perché limite uniforme di
funzioni continue. La serie delle derivate seconde in x:

_ m|n| ] ; - 27T
> Culnl(1 + sign(n) 2V 5 (s i
nez

si tratta analogamente e viene nuovamente trattata facendo uso della della stima (8.19)) ancora
con k= 1.
La funzione a secondo membro di (8.18)) risulta dunque essere una funzione C''t?= ([0, T]x [0, +00))
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che e periodica in ¢ con periodo T dato che € somma di funzioni con tale periodo e la stessa cosa
si puo dire della sua derivata prima temporale per analoghi motivi. La funzione u si raccorda
anche alla condizione iniziale ug per costruzione. La funzione a secondo membro di
soddisfa inoltre I’equazione differenziale. Quest’ultimo fatto si verifica passando le derivate sotto
il segno di somma ed usando il fatto che, per come abbiamo definito le funzioni C,, = C,,(x), la
condizione soddisfatta da tali coefficienti si puo riscrivere

aC,, (x)ei%mt/T B aa2Cn (x)ei%rnt/T . (d2Cn 2

o pent i2mnt /T _
ot 0z dz2 ~ aT Cn(x)> € 0

e pertanto

2 i2mnt/T 2 2mnt/T
m_amzz(acn(x)e _ P Cn(w)e ):Zo:o.

2
= ot Ox

Il secondo membro di (8.18]) & infine una funzione limitata, come richiesto nelle ipotesi, dato
che, se (t,z) € [0,T] x [0, +00),

u(t,z)| = Z Wa‘fnw i(%%tfsign(n)mﬁ Z |Cp| < +o0,

neZ nEZ

e dunque il secondo membro di € una soluzione del problema.

(b) L’identita C,, = C_,, & di immediata verifica da C,, := T2 fOT e*iz’mt/Tuo(t)dt per ug reale.
Lo sviluppo in seni e coseni di w si ottiene come segue. Riordinando la serie sommandone insieme
i termini +n senza comunque alterare la somma, dato che la serie converge uniformemente, e
tenendo conto che C_,, = C,,, abbiamo che

CCo R Cu o, (e signey/ Tl e) | o el i 25ne-signi)y /7 )
u(t,az)-—+2—e oT “e + —= aT “e
VTt 2T VT

cioe
w|n|
C +o0 Pl i 2mng_ g [ =In|
ult,z) = —= + Z . 9Re C’nez< P sy ar m> .
VT = VT

Dato che tutti i valori di n sono non negativi:
v ™n
u(t,z) = Z 2Re[Ce(Tt_ ﬁx)]
Se ora definiamo A,, = 2ReC,, ¢ B,, = —2Im(C,, abbiamo che

PV - (‘m _,)™ ) (m _,)™ )
2Re |Cpe'\'T T A, cos T t T + B, sin T t aTx
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che fornisce la . Lo sviluppo della soluzione per ug reale, dove quindi tutti i
coefficienti Cy, A,, e B, sono reali, prova anche che la soluzione u ¢ reale se la condizione iniziale
up € reale.

(c) Segue immediatamente passando il limite sotto il simbolo di serie in applicando la
proposizione ed osservando che, nel limite, sopravvive solo il termine di ordine n = 0. O

Un commento di carattere fisico € alla fine necessario, dato che il problema partiva da una ben

posta questione di natura fisica. Per valori realistici di a si trova |/ ~ % em~! e quindi, alla

profondita di x = 450 cm dal livello del suolo, e_\/%m = e ™ ~ 1/16. Questo significa che, se al
livello del suolo la differenza tra la temperatura massima annuale e quella minima annuale ¢ di 40
gradi centigradi, alla profondita detta nel sottosuolo tale differenza ¢ in prima approssimazione
smorzata di un fattore 1/16 (la stima vale per per n = 1, per i valori di n > 1 lo smorzamento
¢ ancora maggiore) ed ¢ quindi di soli circa 2 gradi centigradi. Un altro effetto ¢ lo sfasamento
della variazione periodica della temperatura di —./7 z rispetto alla variazione periodica al
livello del suolo. Con i valori detti, per la componente con n = 1 in , che in genere ha il
peso maggiore nello sviluppo , tale sfasamento ¢ di 7w e pertanto, alla profondita di 450 cm
si ha un ritardo (o un anticipo) di circa 6 mesi del ciclo termico rispetto al suolo.

8.4 Principio del massimo parabolico e teoremi di unicita.

8.4.1 Principio del massimo parabolico in regioni limitate.

Uno strumento fondamentale per provare un teorema di unicita per il problema di Dirichlet ma
anche per altri fini, e il teorema noto come principio del massimo parabolico, che ha un enunciato
simile a quello per le funzioni armoniche, con 'importante differenza che ora la frontiera su cui
la funzione raggiunge il massimo ¢ la frontiera parabolica menzionata sopra e che definiremo
formalmente sotto.

Enunciamo e proviamo tale teorema sotto. L’aggettivo “debole” & dovuto al fatto che si puo
rafforzare la tesi provando che il massimo non puo essere raggiunto nell’interno del dominio se
non per le funzioni costanti.

Definizione 8.1. Se D C R™ ¢un aperto non vuoto e T > 0, si definisce il dominio
parabolico associato a D e T' come:
Dy :=(0,T) x D
e la frontiera parabolica di Dy come:
d,Dr := ({0} x D) U ((0,T] x OD) .
¢

Teorema 8.2.  (Principio del massimo parabolico debole in regioni limitate). Sia
D C R"™ ¢éun aperto non vuoto con D compatto e T > 0 e si consideri p € C1t2x(Dyp)NCY(Dr)
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che soddisfi
&Matt’x) —a(t,x)Ap(t,x) = q(t,x) <0 se (t,x) € Dr, (8.21)

per qualche coppia di funzioni a,q definite sul dominio parabolico Dy con a(t,z) > 0 su tale
dominio.
Allora il massimo di ¢ su D é raggiunto sulla frontiera parabolica 0, Dr:

max @ = max © . 8.22

NAX = MAX (8:22)
Se la condizione q(t,x) < 0 in ¢ sostituita da q(t,x) > 0, a parita delle altre ipotesi, al
posto di vale:

min = min @ . 8.23

nin = min (8:23)

¢

Osservazioni 8.2. Se a parita di tutte le altre ipotesi, la funzione ¢ non & assegnata, ma &
noto che, a parita di tutte le altre ipotesi, la condizione (8.21)) su ¢ & rimpiazzata da:
dp(t, x)

o a(t,z)Ap(t,x) <0 se (t,x) € Dr, (8.24)

il teorema si applica ugualmente, ovviamente definendo g come il primo membro di (8.24]).

Dimostrazione del teorema Dimostriamo solo la tesi per il caso ¢(¢,x) < 0, dato che
Paltro caso si tratta analogamente considerando la funzione —¢. Assumiamo dunque ¢(¢,x) < 0.
Proveremo che se (t,x) € Dp_., dove € > 0 & un qualsiasi numero che soddisfa T'— e > 0, allora:

o(t,x) < max ¢ + €T (8.25)

8, Dr
Cio ¢ sufficiente per provare il teorema, dato che implica . Infatti, per un fissato
(t,x) € Dy, € > 0 puod essere preso piccolo a piacere in , per cui o(t,x) < maxy,p, @
La continuita di ¢ estende questa disuguaglianza a ogni (¢,x) € Dz ed in particolare ad ogni
punto di massimo di ¢ (che esiste perché Dy ¢ compatto) provando con < in luogo di =,

tuttavia la maggiorazione inversa, maxp_ ¢ > maxg,p,, ¢ ovvia essendo Dy D OpDr.
Osserviamo infine che (8.25)) ¢ implicata da:

max ¢ < max ¢ + €T perognie>0conT —e>0. (8.26)

DT,€ 817 T
Proviamo ({8.26)) concludendo la dimostrazione.

Per € > 0 fissato tale che T'—e > 0, introduciamo la funzione ausiliaria u := ¢ —et. Tale funzione
soddisfa ovviamente:

ou(t,x)

5 aAu(t,x) = q(t,x) —e < 0. (8.27)
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Mostriamo ora che il massimo di « in Dp_, ¢ raggiunto su OpDr—c. Se cosi non fosse ci sarebbe
un punto (tp,xp) € Dr— U ({T — €} x D) di massimo assoluto. Se il punto € interno (cioe
to < T —e), il gradiente di u si annulla in tale punto e la matrice hessiana delle derivate seconde
di w rispetto alle componenti di x della funzione x — ¢(tg,x) deve essere semidefinita negativa
per x = xg. In particolare, dato che il laplaciano (rispetto alle coordinate x) di u valutato in
(to,X0) non e altro che la traccia della matrice Hessiana valutata in tal punto che, a sua volta, &
la somma degli autovalori: che sono numeri reali non positivi nel caso in esame, Axu\(tO,xO) <0.
Questo ¢ impossibile perche implicherebbe, diversamente da (8.27)):

ou(t,x)
Tt,kto,xo) - anu(tax)’(tme) =0.
Se invece tg = T —¢, le derivate in x di u si annullano ancora in (g, Xg), vale ancora Axuktmm) =

0, ma 8“gt’x) |(t07x) > 0 in generale. Anche in questo caso si ottiene il risultato in contrasto con

®27):

ou(t,x)
ot

Abbiamo provato che il massimo di u in Dr_, ¢ raggiunto su d,D7_:

[(to,x0) = @Axu(t; X)|(tgx0) = 0

max u = max u, (8.28)
Dp_. 8pDTfe

Essendo ¢ = u + et < u+ €I’ abbiamo

max p < maxu+ €l'= max u+€e€l' < maxp+ €T,
Dr_. Dp_. ;DDTfe 8;DDT

dove nell'ultimo passaggio abbiamo usato u < ¢ e d,D7_ C 9,D7. Abbiamo in definitiva

ottenuto la (8.26]):

max ¢ < max ¢ + €1,
Dr_. apDT

concludendo la dimostrazione O.
Segue immediatamente il seguente corollario.

Corollario. Se D C R"™ éun aperto non vuoto con D compatto e T > 0, usando le stesse
notazioni del teorema precedente, si consideri ¢ € C1*>(Dy) N CO(Dr) che soddisfi

Op(t
<p(at,x) —a(t,x)Ap(t,x) =0 se (t,x) € Dr, (8.29)
per qualche funzione a > 0 definita in Dr.
Allora:
in ¢ < < Dr .
pin ¢ < p(t,x) < naxp  se (t,x) € Dr, (8.30)
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ed in particolare: .
lo(t,x)| < max |p| se(t,x) € Dr. (8.31)
8, Dr

&

Dimostrazione. L’unica cosa da provare & la (8.31). Nel caso generale, per una funzione
che ammette massimo e minimo (come la funzione continua ¢ sul compatto Dr o ristretta al
compatto 0,Dr), vale: max |f| = max(| min f|, | max f|). Allora il teorema precedente implica
che:

max = max(| min max = max(| min max = max .
x| = max(| min .| maxp]) = max(| uin ol | mave o) = max o

Dunque:

m%XIcp\ = gi}gﬁlsa\,

che equivale a (8.31). O

8.4.2 Teorema di unicita per condizioni al bordo di Dirichlet.

Il teorema ed il corollario appena dimostrati permettono di provare un teorema di unicita per
il problema con condizioni al bordo di Dirichlet e dimostrare anche che il problema ¢ ben posto
nel senso di Hadamard.

Teorema 8.3. (Unicita e ben posizione del problema parabolico con dati di Diri-
chlet del massimo parabolico debole). Se D C R" ¢ aperto non vuoto, D compatto el >0,
definiti Dy e 0,Dr sequendo la deﬁnizione si considerino o1, py € C12x(D7)NCO(Dr) che
soddisfino:

8(,01' (t, X)
ot
per funzioni a > 0, q definite in Drp.
Valgono allora i fatti sequenti.
(a) Se vale p1 > o sulla frontiera parabolica O,Dr, allora

—a(t,x)Ap;(t,x) = q(t,x) se (t,x) € Dr, peri=1,2, (8.32)

o1(t,x) > pa(t,x) V(t,x) € Dr. (8.33)
(b) Vale lidentita in Dr:
max [p1 — 2| = max |¢1 — 2] . (8.34)
Dr OpDr

(c) Il problema, con a > 0,q funzioni assegnate su Dr, per funzioni ¢ € C't*><(Dy) N C°(Dr)
tali che:

asp(att’x) — a(t,x)Agp(t,X) = q(t,X) se (t,x) € Dr,

©(0,x) = po(x) x€D,
¢ o 1)xoD= ¥

(8.35)
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per assegnati dato iniziale po € C°(D) e dato al bordo v € C°([0,T] x dD), con wolop = ¥ |i—o,
ammette al pit una soluzione. Infine la soluzione in Dr, se esiste, dipende con continuita, nella
norma || ||o, dalla funzione definita sulla frontiera parabolica e costruita con il dato iniziale e

il dato al bordo.

Dimostrazione. Per provare (a) basta considerare ¢ := ¢1 — 2 che soddisfa 1’equazione omo-
genea % —alAp(t,x) = 0 e poi osservare che ¢ > ming,p,. ¢ per il corollario precedente.

(b) segue immediatamente dal corollario precedente e (c) si ha da (b), osservando che se due
soluzioni hanno gli stessi dati iniziali su D e gli stessi dati al bordo (0, 7] x 8D allora la loro diffe-
renza ¢ nulla sulla frontiera parabolica ed ¢ quindi ovunque nulla per (b). L’ultima affermazione

segue immediatamente da (b). O

8.4.3 Principio del massimo parabolico in regioni spaziali illimitate.

Passiamo a considerare il caso di una regione D illimitata enunciando e provando la corrispon-
dente versione del principio del massimo parabolico. Si osservi che se D & illimitato D puo
essere 'insieme vuoto oppure contenere qualche punto. In ogni caso 9,D7 D {0} x D # @.

Teorema 8.4. (Principio del massimo parabolico debole in regioni spaziali illimi-
tate). Se D C R" ¢éun aperto illimitato e T > 0, definiti Dy e 0,Dr sequendo la definizione
si consideri una funzione ¢ € C1t*(Dp) N CY(Dr), limitata su Dy e che soddisfi

Ip(t, x)

5 a(t,x)Ae(t,x) = q(t,x) <0 se(t,x) € Dr, (8.36)

per qualche coppia di funzioni a > 0,q definite in Dp con a limitata.
Vale allora:

Sup p = sup ¢ . (8.37)
Dr OpDr

Se la condizione q(t,x) < 0 in ¢ sostituita da q(t,x) > 0, a parita delle altre ipotesi, al

posto di vale:
inf = inf . (8.38)
Dr

8y D

¢

Dimostrazione. Dimostriamo solo la tesi per il caso ¢(t,x) < 0, dato che 'altro caso si tratta
analogamente considerando la funzione —¢. Assumiamo dunque ¢(t,x) < 0. Se SUPy, p, P =

+o00 non c’e nulla da provare essendo essendo d,D; C Dr. Nel caso in cui tale estremo superiore
sia finito, possiamo sempre ridurci a considerare il caso in cui supy,p, ¥ = 0 (semplicemente
ridefinendo la ¢ iniziale come ¢ — supy p,. ©). In questo caso la tesi si riduce banalmente a

provare che se ¢ [5,p,< 0 allora ¢(t,x) < 0 per ogni (t,x) € Dr (e quindi (¢,x) € Dt per
continuita). Dimostriamo che cid ¢ vero. Definiamo la funzione ausiliaria:

wo(t,x) := eM(coshz!)--- (coshz™) .
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Se A > 0 e abbastanza grande allora, ovunque su R x R™:

8;;0 —alAwy > 0.
Infatti il calcolo diretto prova che:
Owo _ Y .. ny _ ... n
5 alAwy = e (A(coshz') -+ (cosha™) — aA(coshz') - - (coshz™))

= e (Mcoshz') -+ (coshz™) — na(coshz') - - (coshz™))

=eM (X — an)(cosh z1) - (cosh a") >0,
dove abbiamo scelto A > nsupp,. a, dato che a ¢ limitato per ipotesi. Definiamo poi D) .=
((=L,L)") N D per ogni L > 0, dove (—L,L)" = (=L,L) x --- x (=L, L) e dove il prodotto
cartesiano e eseguito n volte. La funzione:

sl
w(t,x) = wo(t,x)icoshn[/
soddisfa su DgﬂL) :=(0,T) x DU
ow oL supp ¢l <8w0 >
T _aAw =L —aAp— L —aA <0
ot asw ot ane cosh™ L ot st ) =

per costruzione. Infine, sempre per costruzione vale:

w[ D%L)S 0.

9

Infatti se (¢,x) € 8pD§FL) allora deve essere t = 0 e in questo caso la disuguaglianza ¢ banalmente

soddisfatta perche ¢(0,x) < 0 per ipotesi (dato che, in tal caso, (0,x) € 9,Dr), oppure x € 0D

e/o x cade sul bordo di [-L, L]". Nel primo caso ¢(t,x) < 0 e quindi w | p < 0 perche ¢
T

O
supp ¢ :
comunque w(t, X)COSD% > 0 per costruzione. Nel secondo caso:
wg(t,x)iln =eM>1
cosh™ L
e dunque, ancora:
suppy |¢|

w(t,x) = ¢(t,x) — wo(t,x) <0 (t,x)e€ 8pD(TL) .

cosh™ L

Dato che D) ¢ limitato, possiamo applicare il principio del massimo parabolico per domini
limitati per la funzione w, ottenendo che:

maxw < max w <0
D%L) apD(TL>
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e quindi in particolare w(t,x) < 0 se (¢,x) € D(TL), che significa:
supp. ||

t < t
90( 7X) = wO( >X) cosh™ L,

Si osservi ora che se (t,x) € Dp, possiamo trovare un L > 0 tanto grande per cui (¢,x) € D;L).
Allora, se, per ogni fissato (¢,x) € Dy prendiamo il limite per L — +oo della disuguaglianza
scritta sopra, troviamo:

o(t,x) <0 se (t,x) € Dr.

Questo ¢ quanto volevamo provare. O.
Segue immediatamente il seguente corollario.

Corollario. Se D C R"™ ¢éun aperto non vuoto e T > 0, con le stesse notazioni del teorema
precedente, si consideri ¢ € C1><(Dr) N C%(Dr) limitata su Dt che soddisfi

Op(t

“’((,%’X) —alp(t,x) =0 se (t,x) € Dy, (8.39)
per qualche funzione a > 0, limitata e definita in Drp.
Vale allora:

inf o < p(t,x) < sup ¢ se (t,x) € Dr, (8.40)
8PDT 8pDT
ed in particolare: .
lp(t,x)| < sup || se(t,x) € Dp. (8.41)
8,Dr

¢

Dimostrazione. L’unica cosa da provare ¢ la (8.41)). Nel caso generale, per una funzione che
ammette estremo superiore ed inferiore vale: sup |f| = sup(|inf f|,|sup f|). Allora la dimostra-
zione procede come nel caso di dominio limitato. O

8.4.4 Teorema di unicita per condizioni al bordo di Dirichlet con domini
spaziali illimitati.

u Il teorema ed il corollario appena dimostrati permettono di provare un teorema di unicita per
il problema con condizioni al bordo di Dirichlet, nel caso di domini illimitati, e dimostrare anche
che il problema e ben posto nel senso di Hadamard.

Teorema 8.5. (Unicita e ben posizione del problema parabolico con dati di Diri-
chlet su dominio spaziale illimitato). Se D C R™ ¢ aperto non vuoto e T > 0, definendo
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Dr e 0,D7 secondo la definizione st considerino 1, ps € Cth"(DT) N CO(ﬁT) limitate,
che soddisfino:
8@1' (t, X)
ot
per funzioni a > 0, q definite in Dp con a limitata.
Valgono allora i fatti sequentsi.
(a) Se wvale p1 > o sulla frontiera parabolica O,Dr, allora

—alAy;i(t,x) =q se (t,x) € Dy, peri=1,2, (8.42)

p1(t,x) > @1(t,x) VY(t,x) € Dp. (8.43)
(b) Vale lidentita in Dr:
sup |1 — wa| = sup |p1 — 2l . (8.44)
Dy 8,Dr

(c) Il problema, con a > 0,q funzioni assegnate su Dr, per funzioni ¢ € C'><(Dy) N C°(Dr)
lrmitate,
Op(t
SO(&tyx) —alAp(t,x) =q se (t,x) € D,
©0(0,x) = po(x) x€D,
© lo,r]xoD= "V -

(8.45)

per assegnati dati iniziali oo € C°(D) e dati al bordo 1 € C°((0,T] x D) ammette al pit una
soluzione.

Infine la soluzione in Dr, se esiste, dipende con continuita, nella norma || ||eo dai dati iniziali
e da quelli al bordo.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ la stessa che nel caso di D limitato, usando i corrispondenti
teoremi per il caso illimitato. O

8.5 Equazione del calore su R""! e trasformata di Fourier

In questa sezione ci occuperemo di costruire esplicitamente le soluzione dell’equazione del calore
a coefficienti costanti quando il problema ¢ posto in tutto lo spazio R™. Per costruiore soluzioni
esplicite faremo uso della tecnologia della trasformata di Fourier che sara approfondita in altri
corsi. Ci limitiamo nel seguito ed enunciare i risultati tecnici dei quali faremo uso.

Nel seguito lavorando con funzioni f : 2 — C, dove 2 C R™ & un aperto, un multi indice «
¢ una n-pla di numeri naturali « = (aq,...,a,) € N (si noti dunque che o = 0 & un valore
ammesso). o] =Y 1oy e

N Hlel
a‘x T 8z1a1 . axnan ’

Useremo anche la notazione, se z = (z!,...2") € C™



8.5.1 La trasformata di Fourier

Ricordiamo che lo spazio di Schwartz, S(R"), ¢ lo spazio vettoriale complesso delle funzioni
f:R" — C di classe C* e tali che, per ogni multiindice o e per ogni m € N\ {0} esiste una
costante C'y o, m per cui:

00 f ()] < 7L (8.46)

+ [J|™
In altre parole, le funzione di Schwartz decrescono all’infinito piu rapidamente di ogni potenza
inversa di |z| insieme a tutte le loro derivate.

La trasformata di Fourier ¢ 'operatore lineare:

F: 8(R") — C°(R™; C)

definita da: .

) — - —ik-x n

fk) :=F(f)(k) = @2 /]R" e f(x)d"z . (8.47)
fé detta trasformata di Fourier della funzione f.
Si noti che in realta F(S(R™)) C $(R™) come si prova facilmente dall’identita (che si prova con
il teorema della convergenza dominata, passando le derivate sotto il segno di integrale e usando
lintegrazione per parti):

~ 1 4
KPOR Fk) = (—i)lelHIAl_—— / e k2B (22 f(x)) d"x . (8.48)
(2m)"/2 Jgn
Il fatto che l’integrale a secondo membro sia sempre ben definito a causa delle maggiorazioni

8.46|), assicura che la funzione di k£ a primo membro soddisfi a sua volta una stima del tipo
8.40)). Infatti, dalla (8.48) si ha, se m =0,1,2,...,

(2m)"/2 (1 + | k|™) |05 F (k)| <

[ e e am e s v

n

< [ |1+ A7) (@ f (@) d"z =: (20)"*Cpapm
R?’L

cioe:

iy CfozZm
o f(k)| < — 05— ke R".
IO T P €

Questa disuguaglianza implica subito che vale (8.46|) dato che, se m = 0,1,2,..., allora per

qualche A, > O:
1 A

< m
L [[E|I™ = 14 [k

se k € R",

e dunque f € S(R™). Pertanto ha senso pensare F : §(R™) — S$(R"™), restringendo il codominio
iniziale.
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Si dimostra che F ¢ iniettiva esibendone un’inversa sinistra che ha la forma seguente:
F: $(R") — C=(R™;C)

dove:
F(f)(z) := (27r1)”/2 /R ) et (k)d (8.49)

Con la stessa dimostrazione per provare che il secondo membro di (8.49)) ¢ un’inversa sinistra di
F si prova che F ¢ a sua volta un’inversa sinistra di F definito sopra, e pertanto:

?O?:idS(Rn)zgog.

F risulta dunque essere sia inversa destra che inversa sinistra di F quando si lavora su S(R") e
quindi F : $(R™) — $(R™) & un isomorfismo di spazi vettoriali e F : $(R™) — $(R") & I'isomorfi-
smo inverso.

L’uso delle due differenti variabili z e £ € comodo, ma non riveste alcun ruolo importante, dato
che il dominio ed in codominio di F sono lo stesso spazio.

Vale il seguente fondamentale risultato di Plancherel:

Teorema 8.6. Se f € S(R™) allora:

[ pn@pee= [ Fn@kee= [ i@k

n

In altri termini, se || - ||2 indica la seminorma naturale di L*>(R",d"x), allora:

IF(Hll2 = 1Tl =[£Il se £ € SR™).
&

Ricordando che §(R") C L2(R",d"x), dove il primo spazio ¢ denso nel secondo rispetto alla
topologia naturale di quest’ultimio, il teorema citato sopra implica che JF e F si estendano
per continuita ad un’operatori lineari ed isometrici che risultano qancora essere uno l'inverso
dell’altro. A loro volta, quozientando rispetto agli insiemi di misura nulla, F e F si estendano
per continuita ad un’operatori lineari ed isometrici che risultano ancora essere uno l’'inverso
dell’altro sullo spazio di Hilbert L?(R™, d"z). Si osservi che gli operatori estesi in questo modo,
non conservano solo la norma dello spazio di Hilbert, ma ne conservano anche il prodotto scalare
(come segue dall’identita di polarizzazione).

Di fatto I'estensione detta si definisce come segue, se f € Z?(R", d"z). Esiste sicuaramente una

successione {fn}neny C 8(R™) tale che f, — f nel senso della norma || - ||2. Di conseguenza si
definisce, dove il limite ¢ riferito ancora a || - ||2:
F(f) = N F(F), F()= T F(f).
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Si verifica subito che la definizione non dipende dalla scelta della successione { f,, }nen C S(R™),
ma solo da f: se g, — f dove {gn}nen C S(R™) & un’altra successione che converge a f in
L2, allora f, — g, — 0 nella stessa topologia. Per il teorema precedente si ha allora che:
NF(fn) — F(gn)ll2 = |IF(fr — gn)ll2 = [|fn — gnll2 = 0 e anche che vale la stessa cosa rimpiaz-
zando F con 7.

Definizione 8.2.  L’operatore che estende per continuita F allo spazio di Hilbert L?(R", d"x)
¢ chiamato trasformata di Fourier-Plancherel. <>

Abbiamo la semplice, ma fondamentale proprieta sancita dal seguente teorema.

Teorema 8.7.  La trasformata di Fourier-Plancherel (e quindi anche la sua inversa) ¢ una
trasformazione lineare, isometrica, suriettiva da L*(R™, d"x) a L?*(R",d"z) e dunque, in parti-
colare, ¢ continua rispetto alla topologia di L*(R"™,d"x). {

Dimostrazione. La linearita ¢ ovvia per definizione, dato che la procedura di limite usata
per definire la trasformata di Fourier-Plancherel dalla trasformata di Fourier, che ¢ lineare, ne
preserva la linearita. Per definizione di trasformata di Fourier-Plancherel, abbiamo ancora che,
dall’analoga proprieta della trasformata di Fourier, che:

[Tl = 1Tl =]z se f € LXR", d"z).

Pertanto F e F estese per continuita su L? sono isometriche e quindi continue. Il fatto che siano
anche trasformazioni suriettive, segue dal fatto che le estensioni suddette continuino ad essere
una l'inversa dell’altra, dato che le identia su §(R"): FoF = FoF = I si estendono a L(R", d")
per continuita. O

Si puo osservare che le definizioni e sono sensate anche quando f € Z(R", d"z).
Se f appartiene contemporanemente a £ (R", d"z) e £%(R", d"x) ci sono allora due modi per
calcolarne la trasformata di Fourier: uno attraverso la e laltro attraverso ’estensione per
continuitd su .Z?(R", d"x) vista sopra. Le due procedure portano alla stessa funzione? In effetti
vale il seguente teorema.

Teorema 8.8. Se f € LY (R",d"z) N L*(R",d"x) allora il calcolo diretto della trasformata
di Fourier secondo , oppure quello tramite la procedura di estensione in ZL*(R™, d"x) per
continuita, producono lo stesso risultato. (La stessa cosa vale per la trasformata di Fourier in-

versa).

Un altro utile risultato e il seguente, noto come lemma di Riemann-Lebesgue che afferma
in un modo preciso che la trasformata di Fourier di una funzione ! tende a zero all’infinito.
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Teorema 8.9. Se f € LY (R",d"x) allora, per ogni € > 0 esiste un compatto K., tale che
|F(f)(k)| <e sekdK..
(lo stesso risultato vale per F). <

Un modo intuitivo di intepretare questo risultato ¢ che, per grandissimi k, le violente oscil-
lazioni dell’esponenziale nellintegrando a secondo membro nella (8.47) (piut in generale con
f € LY(R", d"x)) cancellano tutti i contributi di f e I'integrale tende a zero.

8.5.2 Il nucleo del calore su R”

Usando la solita notazione (¢,x) € R x R™, passiamo ora a considerare formalmente I’equazione
del calore (senza sorgente) su R x R™:

asogzx) —alu(t,x) =0, wucC%0,T] x R") N CH"?((0,T) x R"),

u(0,%x) = p(x) ,
u limitata su [0,7] x R,

(8.50)

dove assumiamo ¢ € §(R™) sia nota e che a > 0 sia una costante assegnata.
Passiamo, senza farci problemi di rigore per il momento, alla trasformata di Fourier di u, nella
sola variabile x, eseguita ad ogni istante di tempo ¢:

_ 1 ~ ik-x n
In termini di % I’equazione del calore in (8.50)) si scrive:

do(t,x) 1 / {(%Z QA] k.
= — — A — k KX N .
0 5 aAu(t,x) )2 o L + ak*u| e *d"k

da cui, sempre ragionando formalmente, si arriva alla richiesta:

ou ~
% +ak’*u=0

che implica: ,
a(t, k) = t(k)e K

In definitiva abbiamo trovato che:

1 -~ ik-x—ak?t mn
u(t,x) = (27r)”/2/n u(k)ekx—akt gy
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La condizione iniziale u(t,x) = ¢(x) & banalmente verificata se:
L / o(x)eEXge
(271-)71/2 Rn

In definitiva ci aspettiamo che, sotto opportune ipotesi che giustifichino i passaggi che abbiamo
fatto, una soluzione sia della forma:

(k) = B(k) ==

1 -~ ik-x—a n
u(t.x) = W/R P(k)ekx—akt gy, (8.51)

Osserviamo che, se ¢ € §(R"), allora anche la sua trasformata di Fourier ¢ appartiene allo stesso
spazio e quindi l'integrale a secondo membro della formula di sopra ¢ ben definto per ¢ € [0, 4+00),
dato che tale integrando appartiene ancora a 8(R™) per tali valori di t. Ulteriormente il teorema
della convergenza dominata di Lebesgue e il teorema di Lagrange provano, nel solito modo, che
possiamo passare le derivate di qualsiasi ordine, in ¢ e 2* sotto il segno di integrale nella formula
scritta sopra. Cio mostra che u € C*°([0,4+00) x R";C). La stessadefinizione di u mostra
immediatamente che u(0,x) = p(x).

Riguardo alla regolarita di u, in realta si riesce a provare molto di piu: se facciamo assumere
a t e x valori complessi: ¢ + it’ e x + ix’ (con t € [0,+00), si vede facilmente che il secondo
membro della ¢ ancora ben definito. Passando le derivate sotto il segno di integrale, si
verifica subito che nell’aperto di C"*! individuato da Ret € (0,+0c0) e Rex € R", valgono le
condizioni di Cauchy-Riemann in ogni singola variabile complessa, perché la funzione integranda
essendo olomorfa su tale insieme soddisfa tali condizioni. Ne concludiamo che u = u(t,x) & una
funzione analitica reale su (¢,x) € (0, +00) xR™ dato che ¢ la restrizione di una funzione analitica
complessa a tale insieme. Ulteriormente u ¢ una funzione limitata su [0, +00) x R", infatti, dalla
per t > 0 (ricordando che a > 0):

n —ak?t|~ n -~ n -~
(2m)"?|u(t, x)| S/R e p(k)|d kS/R [p()]d"k < [|@l[ L -

L’ultima norma ¢ sicuramente finita dato che ¢ € §(R™). Il fatto di poter portare le derivate
seconde sotto il segno di integrale in , seguendo a ritroso il percorso fatto che ha portato
a scrivere tale equazione, prova anche che u sia una soluzione dell’equazione del calore in (|8.50))
che soddisfa anche la condizione iniziale assegnata. La limitatezza implica anche che sia I'unica
soluzione con tale proprieta a causa del teorema Risulta in questo modo dimostrata la
seguente proposizione.

Proposizione 8.1.  Si consideri il problema di Cauchy, con a >0 e T > 0 fissati:

({W — aAu(t,X) =0, wue CO([O,T] ~ Rn) N Cthx((O,T) % Rn) 7

u(0,x) = p(x),
u limitata su [0,T] x R™,

(8.52)
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dove ¢ € 8§(R™) & una funzione assegnata.

Esiste ed ¢ unica la soluzione a tale problema, € data dalla formula , in cui @ e la trasfor-
mata di Fourier di ¢ ed inoltre soddisfa le sequenti due proprieta:

(i) we C>([0,T] x R™;C);

(ii) w é una funzione analitica reale in (0,7) x R™.

%

L’importanza della proposizione & piu che altro tecnica, perché permette di introdurre un utile
strumento. Dall’espressione (8.51f), vediamo che la soluzione del problema di Cauchy considerato
puo essere scritta come, ricordando la definizione di @:

_ 1 ik-x—ak?t 1 —ik-y m. . n
u(t.x) = 7(2@"/2 /R" e 7(271_)”6 o(y)d"yd"k .

Dato che, per t > 0 la funzione
(v, k) s ek Oy ety

¢ integrabile nella misura prodotto d"y ® d"k, applicando il teorema di Fubini-Tonelli, possiamo
scrivere ’espressione di u come:

1 ik-x—a —ik-y mn n
u(t.x) = (271)”/11% </ eikx—alk’t —iky g k) o(y)d"y .

L’integrale interno si calcola facilmente completando il quadrato:
/ eik-xfathefik-ydnk — 1 eiﬂ
n (4mat)n/2
Definizione 8.3. Il nucleo del calore in R" & la funzione:

1 _(x=y)?

H(t,X,y) = W& 4at (853)

dovet >0ex,y € R"”.
Il dominio del nucleo del calore ¢ lo spazio vettoriale complesso Dy delle funzioni f : R™ — C
misurabili e tali che le funzioni:

R">x— e*a”x”z\f(xﬂ

siano in .21 (R™, d"x) per ogni scelta di a > 0.

%

Usando il nucleo del calore, in base al calcolo fatto sopra, la soluzione del problema di Cauchy
(8.52)) si puo allora scrivere, in funzione del dato iniziale, come:

u(t, x) = . H(t,x,y)o(y)d"y .
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Nel seguito ci occuperemo di estendere questa forma di soluzione al caso in cui ¢ appartenga ad
altre classi di funzioni.
Per computo diretto si verifica subito che H soddisfa le seguenti tre proprieta:

(1) H(t,x,y) = H(t,y,x) >0pert>0exycR",

(2) (% — an) H(t,x,y)=0pert>0ex,y €R"

(3) (0,+00) x R" x R" > (t,x,y) — H(t,x,y) & una funzione analitica reale.
Vediamo qualche proprieta di Dy. Valgono le seguenti inclusioni di verifica ovvia:

1) LY (R, d"z) C Dy;

(2) L*(R", d"z) C Dy;

(3) Z>*[R",d"x) C Dy.

Per provare la prima basta tener conto del fatto che le funzioni R” 3 x +— e=XI* sono limitate
se a > 0. Per provare la seconda, si osservi che se ogni funzione R" 3 x e=elxlI* & un elemento
di Z?(R",d"x), se se a > 0, ed il prodotto di due funzioni di tale spazio ¢ in .Z*(R", d"x) come
ben noto. L’ultima segue subito dal fatto che le funzioni R™ 3 x e~ sono in #! (R™, d"x)
se a > 0. Per concludere questa sezione possiamo enunciare e provare un importante risultato
tecnico.

Proposizione 8.2. Se ¢ € Dy allora la funzione:

uyp(t, x) == H(t,x,y)p(y)d"y, (8.54)
R
¢ ben definita per (t,x) € (0,+00) X R"™, le sue parti reali ed immaginaria sono funzioni anali-
tiche reali definite sull’insieme (t,x) € (0,+00) x R™. Infine possiamo derivare lidentita
passando sotto il segno di integrale, nel secondo membro, le derivate fino all’ordine 2 in ogni
variabile. $

Dimostrazione. Prima di tutto osserviamo che, tenendo conto che a > 0 & costante, per ogni
compatto K C ((0,+00) + iR) x (R™ 4 iR™) possiamo trovare Cx > 0 abbastanza grande e
ax > 0 abbastanza piccolo, in modo tale che:

2
_ ly=x]]

e 4at' < Cre x¥I® per ogni y € R" e (t,x) € K. (8.55)
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Di conseguenza, se ¢ € Dy e (t,x) € K allora

1 lIx—y||*
RSy = Hitxy)ely) = opame = ¢)
¢ in Z1(R", d"y) e quindi I'integrale a secondo membro di (8.54) ¢ ben definto e lo & anche per
valori complessi di ¢ e x: (t,x) € ((0,400) + iR) x (R" + ¢R") e individua una funzione u,
definita in tale dominio. Fissiamo ora (tg,xo) € ((0, +00) 4+ iR) x (R™ 4 iR™) e quindi prendiamo
un intorno di tale punto la cui chiusura ¢ un compatto K per cui vale la (8.55)). Il teorema della
convergenza dominata e la stima uniforme in (¢,x) sull’intorno detto

_lly—x||?

e~ dat go(y)‘ < C’Ke*O‘K”ynz\go(y)\ per ogniy € R" e (t,x) € K,

che segue da (8.55)), dove il secondo membro & una funzione di L!(R"™, d"y), assicurano che

lim H(t,x,y)e(y)d"y = [ H(to,X0,y)e(y)d"y
(t,x)—(to,x0) JRn Rn

e pertanto u, € continua come funzione definita su ((0,+00) + iR) x (R™ + iR™). Per provare
che le parti reali ed immaginaria di u, = uy(t,x) con (t,x) € (0,+00) x R sono analitiche reali
¢ sufficiente dimostrare che la funzione u,, ¢ la restrizione su un ndominio reale di una funzione
analitica complessa di piu variabili. Per provare quest’ultimo fatto e sufficiente mostrare che
ug, defintia su ((0,400) + iR) x (R™ 4 iR™) & una funzione C! ed ulteriormente soddisfa le
identita di Cauchy-Schwarz separatamente in ogni coordinata t, 2!, ..., z"™ pensate come variabili
complesse. La funzione ((0,+00) +iR) x (R" 4+iR") > (t,x) — H(t,x,y) soddisfa ¢ analitica
complessa e pertanto ¢ una funzione C' ed ulteriormente soddisfa le identita di Cauchy-Schwarz
separatamente in ogni coordinata t, ', ..., 2" pensate come variabili complesse. Di conseguenza,
per provare le stesse propriata per u, ¢ sufficiente mostrare che si possono passare sotto il
segno di integrale le derivate prime parziali in tutte le variabili, nella , quando (¢,x) €
((0,400) + iR) x (R™ + iR™) e che in tal modo le derivate della funzione u, risultano essere
funzioni continue. Si prova facilmente che, se D indica la derivata parziale prima o seconda
(anche mista in questo caso) rispetto alle componenti reali o immaginarie variabili ¢, z!, ..., 2"
per ogni compatto K C ((0,400)+iR) x (R™+iR™) possiamo ancora trovare Cx > 0 abbastanza
grande e ax > 0 abbastanza piccolo, in modo tale che:

Cly=xI?

‘De 4at

< Creoxl¥vIP per ogniy € R" e (t,x) € K .

e quindi, analogamente a prima, abbiamo al stima, uniforme in x:

_lly—x|?

D T ()| < Cke WPty peromiy R e (tx) €K (5.50)

A questo punto se fissiamo (¢p,x0) € ((0, +00) +iR) x (R™ +iR") e quindi prendiamo un intorno
di tale punto la cui chiusura ¢ un compatto K il teorema della convergenza dominata ed il

256



teorema di Lagrange mostrano facilmente che possiamo derivare passando le derivate sotto il
segno di integrale l'identita (8.54)):

Duy(t,x) = [ DH(t,x,y)p(y)d"y .
R
Considerando le sole derivate prime, la validita delle condizioni di Cauchy-Riemann per le coor-
dinate dell’argomento della funzione (t,x) >— H(t,x,y) implica allora la validita delle analoghe
condizioni per le coordinate della funzione (¢,x) — u,(t,x). La stima uniforme in (¢,x) data in
(8.56)), attraverso il teorema della convergenza dominata mostra anche che:

lim D H(t,x,y)p(y)d"y = DH (to,x0,y)p(y)d"y .
(t,x)—)(to,xo) Rn Rn

Per cui u, ¢ una funzione C? sul suo dominio complesso. Pertanto quest’ultima funzione &
una funzione analitica complessa e si restringe ad una funzione analitica reale quando (¢,x) €
(0, +00) x R™. Quanto detto dimostra anche 'ultima affermazione nella tesi.O

8.5.3 Soluzioni dell’equazione del calore costruite con il nucleo del calore su
R?’L

La teoria sviluppata nella sezione precedente, 'ultima proposizione in particolare, consente di
provare il seguente importante teorema sulle soluzioni dell’equazione del calore intepretando il
problema di Cauchy, in particolare la richista di validita delle condizioni iniziali, in modo anche
piu generale di quanto fatto fino ad ora. Il teorma implica come corollario che vedremo di se-
guito, un teroema di unicita per il problema di Cauchy intepretato in senso standard.

Teorema 8.10. Se ¢ € Dy si definisca la funzione:

uso(tvx) = o H(t,x,y)p(y)d"y (8.57)

pert >0 ex € R"™ Sono veri i fatti sequenti.
(1) (0,t)xR™ > (t,x) = uy,(t,x) € una funzione C* a valori complessi, la cui parte immaginaria
e reale sono funzioni analitiche reali. Inoltre u, soddisfa l'equazione del calore:

in (0,400) x R™. Infine:
up(t,x) >0 pert >0 se p >0 quasi ovunque,

i particolare:
uy(t,x) >0 pert >0 se o >0 quasi ovunque.
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(2) Valgono i fatti sequentsi.
(a) Se p € L*(R",d"z) allora uy(t, ) € L*(R",d"x) per ognit >0 e vale:

up(t,) =5 (7O F () () () - (8.58)

dove le trasformate di Fourier sono quelle di Fourier-Plancherel. Infine:
uy(t, ) = ¢ nel senso di L* pert — 0%,

(b) Se p € LYR",d"x) allora uy(t,) € L>*(R",d"z) e inoltre uy(t, ) — 0 nel senso di
| |loc pETt — 400 .

(3) Se p € L>°(R",d"x) N CO(R™), allora:

(a) estendendo u, su [0+ 0c0) x R™ assumendo che u,(0,x) = limy o+ u,(t,%), allora si ha
che uy € CY([0,+00) x R™) ed ulteriormente:

[uglloo < lllloo

(b) se K C R™ é compatto allora u,(t,x) — ¢(x) uniformemente in x € K pert — 0%. &

Dimostrazione. Il punto (1) ¢ gia stato provato nella proposizione precedente eccetto per la
positivita di u, segue immediatamente dal fatto che H(¢,x,y) > 0 per t > 0. Passiamo ora al
punto (2). Cominciamo da (a). Se ¢ € Z?(R"™, d"y):

1 kx _—a —ik- m n
us(t,x) = | H(t,x,y)p(y)d"y = /IR (/ kX altoiky g /f) e(y)d"y .

Rn (2m)"
Non possiamo scambiare i due integrali nell’ultimo membro nel caso generale. Tuttavia, se x,, €
una funzione C*° su R™ a valori in [0, 1] che vale 1 nella palla centrata nell’origine e di raggio m
e si annulla fuori dall’analoga palla di raggio m + 1, allora x,,¢ € Z1(R™, d"y) N L%(R", d"y)
e possiamo scrivere, dal teorema della convergenza dominata, per ogni ¢ > 0 e x € R™:

— 3 mn
up(t,x) = lim - H(t, %, y)xm(y)e(y)d"y .
Ora la funzione (k,y) — e*xXe=ate=ikydhy = (v)o(y) & £ nella misura prodotto d"k @ d™y
per cui possiamo scambiare gli integrali detti sopra ottenendo:

up(t,x) = lim [ H(t,x,¥)xm(y)e(y)d"y

m—+00 R»

ik-x —ik-y
o R e[ e ng ) dk = L ! (et
- [ ey (/Rn(zmn/? Xn¥)ey)d y) = L R 0) 60
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Abbiamo ottenuto che, puntualmente in x e per ogni ¢t > 0 fissato:

up(t,x) = lim I~ (e7O%gn()) (x) . (8.59)

m——+00

Si osservi ora che ;@ € ZL2(R", d"y) e che Xmp — ¢ e e~ KT s e~ 95 nel senso di
L? come segue immediatamente dal teorema della convergenza dominata (notare che |e_ak2t\ =
et < 1 get > 0) e dal fatto che la trasformata di Fourier Plancherel & L? continua. Essendo
sia F che F~! continue nel senso di L?, se ne conclude che deve esistere anche una funzione

fi € L%(R"™, d"x) tale che, dove il limite & nel senso di L%

24—
= lim F°! (67“(') t . )
fe= lm Xm®(+)
Per noti teoremi la convergenza della successione di sopra varra anche quasi ovunque pun-
tualmente restringendosi a lavorare con una sottosuccessione di funzioni, x,, ¢, etichettata da
numeri {my}r=12, .. Dalto che la (8.59) deve valere anche per tale sottosuccessione:

Up(t,x) = lim F! (e_a(')th(')) (x)

k——+o0

concludiamo che f;(x) = u,(t,x) quasi ovunque in x per ogni ¢ > 0. In particolare allora
possiamo dire che uy,(t,-) € ZL*(R",d"x) e che (8.59) ¢ valida anche nel senso di L?. Data la
continuita della trasformata di Fourier-Plancherel, possiamo allora riscrivere tale identita, se
0 € LR, d"y), come:
1 —a()?

ug(t,) =T (e 0T () () (). (8.60)
dove le trasformate di Fourier sono quelle di Fourier-Plancherel.
Per dimostrare la seconda parte di (a) facendo uso della (8.60)), consideriamo ancora ¢ €

Z2(R",d"y). Tendo conto che puntualmente vale e=**t3(k) — @(k) se t — 0T, il teorema
della convergenza dominata mostra subito che e~®**3(k) — 3(k) nel senso di L2 se t — 0 per

la stima, uniforme in ¢ > 0

—ak?t ~ -~ —2ak?t| ~ -~ —ak?t| ~ -~
e B(k) — Bk < e 2B (k)| + [B(k) P — 267 B(k)* < 2B(k)[

Usando ancora il fatto che F~! & continua in L? abbiamo allora da (8.59) che:
up(t,) =F 1 (e 0MP) 5 T (@) =¢.

La dimostrazione di (a) & conclusa. Passiamo al punto (b) di (1). Fissato 7' > 0, abbiamo che,
se t > T costante, per qualche ¢y > 0 costante:

C

1 _lx—ylI? n cr T
= a < —— =
[uelt3)| = s /R ey < 7 /R ey = S T5llell = 0, set— +oo,

da cui la tesi dato che 'ultima maggiorazione ¢ uniforme in x. La dimostrazione mostra che
uy(t,) € LR, d"z) se t > 0.
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Passiamo a provare (3). E sufficiente provare (a), dato che (b) & un’immediata conseguenza in
quanto una funzione continua su un compatto ¢ ivi uniformemente continua. Per provare la
prima parte di (a), mostriamo che, nelle ipotsi su ¢, se (0,%X¢) ¢ un punto di continuita di ¢,
allora
lim  wu,(t,Xx) = o(x).
oty M) = 0

Abbiamo, per ¢, k > 0:

C
uw(t,x) = W - e

Dato che ¢ & continua in (0,x) abbiamo che

_ klx2-y?)|?

o(y)d"y = c/ e M o(Viu + x)d™u .

e_k“2g0 (ﬂu + xo) — p(x¢) set— 0"

Dato che ¢ e limitata per ipotesi da qualche M < 400, abbiamo anche che, uniformemente in
(t,x) € [0,400) x R™:
‘e_ku2<p (\/fu + xo)‘ < MeFv

L’ultima funzione & sicuramente in L'(R",d"z). Dal teorema della convergenza dominata:

lim  wu,(t,x)=  lim c/ e F o (Viu + x)d"u
(t,%)— (0,%0) o(t,%) (tx)—(0x0) Jgn o )

= c/ e ku? ( )lim o(Vtu+ x)d"u = go(xo)c/ e R gy = o(x0)
n t,x

—)(O,X()) n

dove abbiamo tenuto conto del fatto che:

1 IR
(47_“1)”/2/&716 wad'u=1. (861)

Per concludere, osserviamo che la limitatezza di u, segue da quella di ¢:

ug(t,%)] < ¢ /

e |o(v/Fu £ ) |d"u < (|l oo /R e < ([l

n

dove, ancora una volta, abbiamo usato (8.61)). O

L’ultima dimostrazione in realta prova un fatto pit generale di (b) in (3) che enunciamo sepa-
ratamente.

Proposizione 8.3. Se ¢ € L*°(R",d"z) ¢ continua in Xo, allora:

lim H(tv X, Y)So(y)dny = QO(XO) .
(t,x)—(0,%x0) JRn
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Come corollario del teorema dimostrato, abbiamo un teorema di esistenza ed unicita per il pro-
blema di Cauchy con l’equazione del calore su R"*1.

Teorema 8.11. Se T > 0, esiste una ed una sola soluzione limitata su [0,T] x R™
w e CO[0,T] x R™) N C2=((0,T) x R™)
per l’equazione del calore:

?Z —alAxu =0 dove (t,x)€ (0,+00) xR

che verifica la condizione iniziale, per ¢ € L>®(R", d"x) N C°(R™) assegnata:
u(0,x) = p(x) dove x€R".

Tale soluzione, pert > 0, si esprime come:

up(t, x) = - H(t,x,y)e(y)d"y . (8.62)

%

Dimostrazione. Se u; e uo soddisfano entrambe il problema di cauchy di sopra e sono limitate,
la differenza u := u; — ug ¢ limitata su ogni insieme [0,7] x R™ e soddisfa ’analogo problema
di Cauchy con dati iniziali nulli. La soluzione nulla risolve anch’essa lo stesso problema per cui
u ¢ la soluzione nulla per il teorema Ne consegue che u; = ug. Passiamo all’esistenza della
soluzione. Dal teorema precedente (punti (1) e (3)) sappiamo che, nelle ipotesi fatte,

up(t,x) = | H(tx,y)p(y)d"y dove (£,x) € (0,+00) x R,
Rn
estesa per continuita in ¢t = 0, & di classe C([0, +00) x R™) N C?x((0, 00) x R™), soddisfal’equa-
zione differenziale della tesi, si raccorda al dato iniziale ¢ per t = 0 ed & limitata su [0, +00) x R",
per cui € una soluzione del problema di Cauchy posto quando riostretta a [0, 7] x R™. O

Osservazioni 8.3. A titolo di esempio consideriamo, su R x R il dato iniziale limitato ma
discontinuo in un punto, dato da ¢(z) =0se z < 0 e ¢(z) =1 se x > 0. La funzione u,, che si
ottiene tramite il nucleo del calore e che quindi risolve I'’equazione del calore per t > 0 &:

_(@—y)? 1 T (a—y?
up(t, ) = —— e p(y)dy = s e Fep(y)dy = ——=

2
“dz .

V2% /z/\/m

261



La funzione u,, é sicuramente analitica per ¢ > 0, ¢ non negativa e soddisfa le seguenti condizioni
per t — 0T come si verifica immediatamente:

up(t,z) =1 peraz >0, wuy(t,z) —>1/2 perxz=0, wuy(t,z) =0 pera<O0.

Da questo risultato & chiaro che per x # 0 si applica, come deve essere, la proposizione [8.3] Per

quanto riguarda il limite per ¢ — 400, dato che ¢ non é in L'(R, dx), non possiamo applicare

(b) in (2) del teorema Infatti, per computo diretto troviamo subito che, se t — 4o00:
up(t,z) =0 peraxz >0, wuy(t,z) —>1/2 perxz=0, wuy(t,z) =1 pera<O0.

Si puo infine provare un teorema che include un termine di sorgente.

Teorema 8.12.  Se f € C10x([0, +00) x R*) N L>([0, +00) x R?, d"x) ¢& assegnata, esiste una
ed una sola soluzione limitata su ogni insieme [0,T] x R™, per ogni T > 0,

= C’O([O, +00) x R™") N Clt?x(((), +00) x R™)

per lequazione del calore con sorgente

?;; —alAxu=f dove (t,x)€ (0,+0) xR

che verifica la condizione iniziale, per ¢ € L®(R", d"z) N CO(R") assegnata:
u(0,x) = p(x) dove x€R".
Tale soluzione, pert > 0, si esprime come:

t
wtn) = [ [ e rydics [ Hexyeedy.  656)

&

Idea della dimostrazione. Se u; e us soddisfano entrambe il problema di cauchy di sopra
e sono limitate, la differenza u := wu; — ug ¢ limitata su ogni insieme [0,7] x R™ e soddisfa
I’analogo problema di Cauchy senza sorgente e con dati iniziali nulli. Ne consegue che u; = ug
per il teorema precedente. Passiamo all’esistenza della soluzione. Dal teorema precedente (punti
(1) e (3)) sappiamo che, nelle ipotesi fatte,

up(t,x) = | H(t,x,y)p(y)d"y
R’I’L
estesa per continuita fino a ¢ = 0, soddisfa il problema di Cauchy della tesi con f = 0, in

particolare ¢ limitata sugli insiemi considerati ed ha le proprieta di regolarita richieste . Per
concludere la dimostrazione & allora sufficiente mostrare che:

¢
u'(t,x) = / H(r,x,y)f(t —7,y)d"ydr ,
0 Jrn
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estesa per continuita fino a ¢ = 0, & limitata su ogni insieme [0, 7] x R", & di classe C°(]0, +00) x
R™) N C12x((0, +00) x R™) e soddisfa il problema di Cauchy della tesi con dato iniziale nullo.
La prova di cio e lasciata per esercizio. O

8.5.4 Il semigruppo ad un parametro generato da A in L*(R", d"r)

Il punto (2)(a) del teorema ha un’importante conseguenza teorica. Se consideriamo, per
t > 0 Papplicazione lineare, ben definita per il teorema detto:

Sy LA(R",d"x) 3 ¢ = uy(t,-) € L*(R", d"x)

e la estendiamo a Sy = I operatore identita, sempre in conformita con Il punto (2)(a) del teore-
ma tale classe di operatori lineari gode di importanti proprieta che elenchiamo nel teorema
che segue.

Teorema 8.13. Si consideri la classe ad un paramtro di operatori lineari su L*(R™, d"z),

{St}telo,4+00) definiti da, in relazione alla definizione
Sy LA(R",d"x) 3 ¢+ uy(t,-) € L*(R",d"x) set >0, (8.64)
So:=1I:L*R",d"z) > p+ ¢ € L*(R",d"z) . (8.65)

Valgono i sequenti fatti.
() {St}icp,+00) ¢ un semigruppo ad un parametro di operatori, in altre parole vale:

S[) =1 e StSt/ = St+t’ se t,t/ > 0.

(b) Ogni operatore Sy & continuo nella topologia di L*(R™,d"z).
(c) Ogni operatore S; ¢ autoaggiunto sullo spazio di Hilbert L>(R"™, d"x). In altre parole, se

(flg) = f(x)g(x)dx

Rn

denota il prodotto scalare di tale spazio di Hilbert, allora:
(9ISef) = (Suglf) per fg € 2R, d"a) e t >0,
(d) 1l semigruppo é (fortemente) continuo nel parametro t € [0, +00) cioé:
Sip — Sy, mel senso di L*(R™, d"x) quando t — to per ogni fissata o € L*(R™, d"z).

(e) Se con Syp si intende l'unico rappresentante continuo della classe di equivalenza di funzioni
indicata nello stesso modo elemento di L*(R™, d"z), allora (0,+00) x R™ 3 (¢,x) — (S;p)(x) &
una funzione in C*°((0,4+00) x R™; C) la cui parte reale ed immaginaria sono funzioni analitiche
reali e ulterioremente:

Ax(Sip)(x) = é—(Stgp)(x) set>0exeR"



Dimostrazione. Se t = 0 oppure ' = 0 la relazione di semigruppo S;Sy = S; 4 risulta
essere valida banalmente dalla definizione Sy := I. La dimostrazione di (a) nelgi altri casi segue
immediatamente esplicitando S;Sy ¢ tramite la formula . La dimostrazione di (b) segue
dalla stessa formula, usando il fatto che la trasformata di Fourier-Plancherel, la sua inversa e
I'operazione di moltiplicazione per la funzione e~* sono continue rispetto alla topologia di L?
come gia osservato in precedenti dimostrazioni. La dimostrazione di (c) segue dal teorema di
Fubini-Tonelli come andiamo a provare. Se f,g € Z%(R",d"z) e t > 0 allora

| ([ @) o= [ @[ aeenlimles) o<,

dove abbiamo usato il fatto che: H(t,z,y) > 0, |f|,|g] € L*(R",d"y) e dunque, in particolare,
R" >z [p. H(t,2,y)|f(y)|d"y ¢ una funzione di L*(R",d"z) per (2) (a) del teorema il
teorema di Fubini-Tonelli implica allora che R" x R™ 3 (z,y) — g(x)H (t,x,y)f(y) & integrabile
nella misura prodotto d"z ® d"™y e:

[ ([ s@neepsoay)es= [ ([ s@nco o)y,

Tenendo conto del fatto che H(t,z,y) = H(t,y,x) > 0, quest’identita si puo riscrivere:

[ ([ swntamiwas)ae= [ ([ Tapa@swas)ey.
Cioe:
/ g(m)( 5 H(t,x,y)f(y)d”y> = / n ( i Ww) )y

che ¢ la tesi:

(915t f) = (Stglf) -

La dimostrazione di (d) si ha con un’immediata generalizzazione della dimostrazione della pro-
posizione finale in (a) in (2) del teorema che, nel formalismo appena introdotto si scrive
St — Sopp. La dimostrazioen di (e) non ¢ altro che una trascrizione della prima parte di (1)
nel teorema [8.10l O

11 semigruppo {S;} ¢ detto semigruppo ad un parametro generato all’operatore di La-
place. Si tratta di un importante strumento matematico, generalizzazbile in varie dimensioni
(per esempio su varieta riemanniane) che appare in vari rami della matematica pura ed applicata,
inclusi argomenti di teoria quantistica dei camp

3Vedi per esempio il libro: A. Bytsenko, G. Cognola, E. Elizalde, V. Moretti and S. Zerbini: Analytic Aspects
of Quantum Fields. World Scientific Publishing, 2003.
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Appendice A

Un accenno all’approccio moderno
per il problema ellittico: soluzioni in
senso debole e teoremi di

regolarita ellittica.

In questa appendice tutti gli integrali che appaiono sono riferiti alla misura di Lebesgue e le
funzioni considerate sono a valori complessi.

Tutto ’approccio moderno allo studio delle soluzioni dell’equazione di Laplace e Poisson si basa
sulla seguente definizione.

Definizione A.1. SiaQ C R" un aperto non vuoto e sia f € %} (2) assegnata. Una funzione
©: Q= Rcon p €.ZL (Q) & detta risolvere 'equazione di Poisson:

Ap=f
in senso debole se vale I'identita :

/ eAgd'x = / fgd"x, per ogni funzione g € C§°(£2; C). (A1)
Q Q

&

Chiariamo subito il significato di questa definizione. Prima di tutto vediamo perché si parla di
soluzioni in senso debole. Supponiamo che ¢ € C?(£2; C) risolva 'equazione di Poisson Ap = f
in senso proprio. Usando l'integrazione per parti, se g € C§°(£2; C), si ha immediatamente che:

[tada= [@pgae= [ v (Voulaa= [(v0)- Vi
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:/Qv.[(w)g] d":v—/QV-[chg] d":z+/Q<pAgd"x.

Tenendo conto che g si annulla (con tutte le derivate) fuori da un compatto incluso nell’aperto €2,
i primi due integrali nell’ultima riga risultano essere nulli (per il secondo teorema fondamentale
del calcolo oppure il teorema della divergenza). Pertanto rimane:

/fgd"w—/cpAgd”a:.
Q Q

Abbiamo in tal modo provato che: le soluzioni in senso proprio sono anche soluzioni in senso
debole.

Non ci aspettiamo che valga il contrario per un motivo elementare: se ¢ soddisfa I'identita ,
quest’ultima varra anche se la funzione ¢ viene ridefinita in modo da non essere piu differenziabile
su un insieme di misura nulla secondo Lebesgue, per esempio l'insieme dei punti di coordinate
razionali in €.

Tuttavia, se sappiamo che la soluzione in senso debole ¢ di Ap = f, con f € C°(Q;C), éuna
funzione di classe C*(Q;C), allora possiamo concludere che ¢ ¢anche una soluzione in senso
proprio. La dimostrazione e abbastanza semplice. Partendo dalla e tenendo conto che
@ € C%(Q; C) si ha immediatamente procedendo in senso inverso a quanto fatto sopra:

/(Agp — f)gd"x =0, perognige C(N) (A.2)
Q

Se fosse Ay¢ — f(x) # 0 nel punto = € Q, per continuita, il segno di tale funzione dovrebbe
mantenersi costante in un intorno di x. Supponiamo il segno sia positivo (’altro caso si studia
analogamente) sulla palla aperta B(x) a chiusura compatta con B(z) C . Stringendo tale

palla se necessario, si avrebbe minW(Agb —f) > k > 0. Seora g € C§°(2;C) etale che

suppg C B(z), g > 0 e [pgd"s =1 (si possono costruire facilmente tali funzioni), allora si
avrebbe ’assurdo:

OZ/Q(AQS—f)anJ?:/(Aqb—f)gd"xZ/ kgd'z >k >0.

B(z) B(z)

La nozione di soluzione debole e legata ad una nozione piu generale: quella di derivata in senso
debole o distribuzionale.

Definizione A.2. Se Q C R™ ¢ un aperto non vuoto, si dice che h € £} (Q) ¢ la derivata

loc
di ordine (aq,...,ay) € N" in senso debole o distribuzionale, della funzione assegnata

f et (Q) e siscrive:

loc
8a1+"'+anf

- axlﬂél e 8xnan

h in senso debole,

se e vale:
gort-Fang

Q Oxlar ... Hpnain

fds = (-)m e [ ghd's, perogni g € CR(@)
Q
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Osservazioni A.1. Procedendo come per il laplaciano, si verifica che se h € una la derivata
(in generale mista) in senso proprio di ordine ag + -+ + v, di f € C T () C) allora & una
derivata in senso debole di f.

Viceversa se h ¢ la derivata in senso debole di ordine detto di f € C* T+ (Q: C) allora h coin-
cide quasi ovunque con la derivata in senso proprio dell’ordine detto di f (ed coincide ovunque
se h & continua).

Esempi A.l. Consideriamo la funzione f : R — R definita come f(xz) := 0se z < 0 e
f(z) := x se x > 0. Questa funzione ammette derivata distribuzionale data dalla funzione
h : R — R definita come h(z) :=0se z <0 e h(x) =1 se x > 1. Infatti, entrambe le funzioni
sono localmente integrabili e inoltre, se g € C§°(R;C) per cui supp(g) C [—a,a] per qualche
a > 0:

a

[@iwa= [ gwrwas [ g@wa.

—a 0
Integrando per parti, tenendo conto che i due integrandi sono C'°° sui due intevalli chiusi consi-
derati (le derivate di f agli estremi di tali intervalli sono da intendersi come le derivate destre e
sinistre corrispondenti, stessa cosa per i valori assunti da f e h in tali estremi):

[o@sa=- [ g @a- [ g

—a

(g(a)f(a) — g(0)£(0)) + (9(0)£(0) — g(—a) f(—a))
0 a
. / g(2)h(z)dz — / g(2)h(x)dz + (0a — g(0)0) + (9(0)0 — g(~a)0) = — / g(2)h(z)dz
0 R

—a
Ci si puo chiedere se h ammetta a sua volta una funzione localmente integrabile come derivata
debole. La risposta ¢ negativa. Esiste in realta una nozione di derivata per h e si tratta di una
funzione generalizzata: una distribuzione a supporto compatto indicata con d(x), la famosa delta
di Dirac. Esiste infatti una nozione ancora piu debole di derivata, in cui una funzione ammette
derivata data da una distribuzione che non sia una funzione localmente integrabile.

Le soluzioni in senso debole di Ay = f non sono altro che le soluzioni di tale equazione quando
le derivate presenti nel laplaciano sono intese in senso debole come appena visto.

La procedura moderna per risolvere 1’equazione di Poisson (aggiungendo dati al bordo se asse-
gnati) & decomposta in due passi:

(i) cercare, se esiste, una soluzione in senso debole dell’equazione considerata,

(ii) dimostrare, se possibile, che tale soluzione o una sua ri-definizione su insiemi di misura
nulla, e soluzione anche in senso ordinario. Cioe, nella terminologia moderna, & soluzione in
senso classico.
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L’insieme delle soluzioni in senso debole di un’equazione differenziale e sicuramente piu grande
di quello delle soluzioni in senso proprio come gia osservato perché siamo liberi di alterare le
soluzioni in senso proprio, se ne esistono, su insiemi di misura nulla senza alterare la natura di
soluzione in senso debole. Un esempio ovvio in cui non ci siano soluzioni in senso standard si
ha subito considerando ’equazione per la funzione f

f(x)=h(x) z€R

dove, come sopra, h(zx) :==0se z < 0 e h(z) = 1se x > 1. In senso proprio, richiedendo che
la derivata a primo membro sia intesa in senso standard, questa equazione non ha soluzioni. In
senso debole si ha la soluzione gia vista f : R — R definita come f(z) :=0sexz <0e f(z) =2z
se x > 0. In questo caso il problema ¢ dovuto alla non regolarita del termine noto dell’equazione.
In ogni caso risulta spesso piu facile determinare soluzioni in senso debole piuttosto che soluzioni
in senso proprio, anche perché la tecnologia matematica per determinare le soluzioni in senso
debole (o piu in generale soluzioni date da distribuzioni che non sono funzioni localmente inte-
grabili) di una qualsiasi equazione differenziale a derivate parziali, non necessariamente quella
di Poisson, e stata enormemente sviluppata e costituisce un ramo importantissimo dell’anali-
si funzionale moderna. Tale tecnologia si basa principalmente sulla sull’uso delle proprieta di
funzioni localmente integrabili che appartengono ad opportuni spazi funzionali di Banach, ma
specialmente di Hilbert, detti spazi di Sobolev [Ru91], sui quali si rimanda a corsi pit avanzati
[Ta96]. Diamo solo la seguente definizione che fornisce un’idea del tipo di spazi funzionali che
si usano.

Definizione A.3. Se (2 C R™ ¢ un aperto non vuoto e k = 0,1,2,... efissato, lo spazio di
Sobolev W(9) ¢ costituito dalle funzioni f : @ — C per le quali esistono le derivate in senso
debole fino all’ordine &, sono funzioni misurabili, e soddisfano:

J

Nel caso specifico di equazioni lineari di tipo ellittico, esistono teoremi di regolarita che stabili-
scono ipotesi sufficienti affinché soluzioni deboli siano anche soluzioni in senso proprio: sono i
noti teoremi di regolarita ellittica. Tali teoremi sono stati estesi anche a casi piu generali (equa-
zioni ipoellittiche) in particolare dal matematico L. Hérmander.

I teoremi fondamentali sono due: Il Lemma di Sobolev [Ru91] ed il teorema di regolarita ellittica
di Friedrichs [RST5]. 1l primo, nella versione piu elementare afferma quanto segue. (Ricordiamo
che g € Z2.(Q) quando gxa € Z*(A) per ogni aperto limitato A C 2 e dove x4 ¢ la funzione
caratteristica di A.)

goattan g 2

Oxlor ... gypnoin

d"x < 400 pera; =0,1,...,coni=1,...,n tali che >, 0; = k.

o

Teorema A.1. (Lemma di Sobolev.) Sia f : Q2 — C con Q C R™ aperto non vuoto e r > 0

intero. Se, per 0 < k <, f ammette derivate in senso debole, 8(0;71];’@ € ,i’f)c(Q), separatamente
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in ogni variabile ¥ con i = 1,2,...,n, allora f differisce su un insieme di misura di Lebesque
nulla da una funzione f, € CP(Q;C), per ogni intero p > 0 tale che:

>pt
T —_— .
Py

(In particolare quindi f € CP(Q;C) se f e anche continua.)

Osservazioni A.2.  Si noti che non & richiesto nella tesi che esistano le derivate miste (in
senso debole).

Un esempio dell’uso pratico di tale teorema ¢ il seguente.

Corollario. Se f: Q — R, con Q C R? aperto, ¢ una funzione continua ed ammette deriva-
te parziali % e % per ogni n = 0,1,2,... che siano funzioni continue a loro volta, allora

f e C>®(Q) (malgrado non sia stata data alcuna informazione sulle derivate miste %}

Dimostrazione. Le derivate in senso standard sono derivate in senso debole e le funzioni con-
tinue sono localmente integrabili. Possiamo dunque prendere p nella tesi del teorema di Sobolev
arbitrariamente grande ottenendo una successione di funzioni f, € CP(2) con p =1,2,.... Os-
serviamo che tutte queste funzioni sono continue e quindi la funzione continua f,+1 — f, € nulla
quasi ovunque dato che le due funzioni differiscono al pitt sull'unione dei due insiemi su cui f,
e fp41 differiscono rispettivamente da f e, a sua volta, tale insieme ha misura nulla perchéé
¢ unione di due insiemi di misura nulla. Concludiamo che f,41 — f, = 0 ovunque e quindi
fi=fo= f3=---. Pertanto f; € C*°(Q2). Infine la funzione continua f — f; & diversa da zero
su insieme di misura nulla e tale insieme & I'insieme vuoto perché appunto la funzione f — f; &
continua. O

Il secondo teorema, nella versione piusemplice (si generalizza infatti ad operatori ellittici di
ordine superiore al secondo) si enuncia come segue.

Teorema A.2. (Teorema di regolarita ellittica di Friedrichs.) Sia Py = f un’equazione
differenziale alle derivate parziali, lineare del secondo ordine su 2 C R™ aperto non vuoto, a
coefficienti dati da funzioni di classe C%(;C), dove:

v a(z’j 5)

ij=1

ed & anche definito l’operatore Pt:
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Si supponga che la matrice caratteristica del sistema A = A(z) associata all’operatore P soddisfi
la condizione di forte ellitticita , per qualche C > 0:

n
Z AY(2)yiy; > Clly||>,  per ognix € Q e ogni y € R™.
ij=1

Se v : = R localmente integrabile su € risolve in senso debole ’equazione Pp = f, cioé :
/ oPlgd'z = / fgd'x, per ogni g € C§°(2;C)
Q Q
e f € WF(Q) per qualche k = 0,1,... fissato, allora p € WF2(Q). &

A titolo di esempio, supponiamo che f € C*(£2;C) e che ¢ € W*(Q), per qualche k = 0,1,...
fissato, sia soluzione in senso debole di Py = f. Se le ipotesi del teorema di Friedrichs sono
valide, allora ¢ € W () := ey WF(2). A sua volta perdil Lemma di Sobolev prova che,
pit fortemente, modificando ¢ su un insieme di misura nulla ed ottenendo ¢, si ha che ¢’ €
C>°(9Q;C). Mostriamo che questa nuova funzione ¢’ ¢ in realta una soluzione in senso classico
dell’equazione Py = f. Infatti, per ipotesi vale:

/@Ptgd”x:/fgdnx
Q Q

per ogni g € C§°(€%; C). La ridefinizione di ¢ in ¢’ non altera l'identita scritta sopra visto che
le due funzioni differiscono su un insieme di misura nulla. Possiamo allora usare la derivazione

/Q(PsO’)g d"r = /Qfg d"z

per ogni g € C§°(€2; C). Procedendo come mostrato sopra, I'arbitrarieta di g € C§°(2; C) implica
che Py’ = f sia valida in senso classico su €. Per cui la funzione ¢, ridefinita come una funzione
¢ € C>®(Q;C), grazie al Lemma di Sobolev, soddisfa in senso classico I'equazione differenziale.

per parti ottenendo che:
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Appendice B

Limite e derivazione sotto il segno
integrale e di serie dalla teoria della
misura.

In questa appendice dimostreremo alcuni teoremi che consentono di scambiare il simbolo di
integrale e di serie con quello di derivata, facendo uso essenzialmente del teorema della con-
vergenza dominata di Lebesgue. Il caso della serie sara visto come sottocaso del caso integrale,
in riferimento alla misura che conta i punti su N. I teoremi che daremo sono quindi, nel caso
dell’integrale, riferiti ad una generica misura positiva assegnata su uno spazio misurabile.

Note.
(1) Nel seguito, quando ci riferiremo a serie assolutamente convergenti (cioe la serie dei valori
assoluti converge ad un numero finito) indicheremo a volte la somma con

Ean7

neN

dove non e¢ specificato I'ordine con cui si esegue la somma. Cio non ¢ scorretto dato che le serie
assolutamente convergenti possono essere riordinate a piacimento senza alterarne la somma per
il teorema [L.2L

(2) La misura dell’integrale di Lebesgue sara ancora indicata con d"z, che ¢lo stesso simbo-
lo usato nell’integrale di Riemann. Questa notazione non generera confusione in quanto nelle
situazioni in cui compariranno entrambi gli integrali essi coincideranno in valore.

B.1 Teoremi della convergenza monotona e dominata.

Se (X,X, ) euno spazio misurabile, dove X élinsieme ambiente, ¥ una o-algebra su X e
X — [0,+00) U {400} una misura positiva su X, lo strumento fondamentale per ottenere i
teoremi di scambio tra simbolo di integrale e quello di limite/derivata ¢ il ben noto teorema della
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convergenza dominata di Lebesque [Ru82]. Per completezza prima citiamo anche il cosiddetto
teorema della convergenza monotona [Ru82] dato che lo abbiamo usato nelle dispense. Nel se-
guito Z*(X, ¥, 1) indichera lo spazio delle funzioni misurabili su X integrabili rispetto a p. Nel
caso in cui X = A C R™ & Lebesgue-misurabile (cioé appartiene alla o-algebra di Lebesgue) e u
¢ la misura di Lebesgue d"x su R", scriveremo semplicemente .1 (A).

Teorema B.1. (Convergenza monotona.) In riferimento allo spazio misurabile (X,%, 1),
sia { fn}nen una successione di funzioni definite su X che siano X-misurabili ed p-integrabili.
Se valgono le due condizioni:

(i) fu(x) € [0,400) U{+00} per ognin € N,

(i1) fn(x) < fnt1(x) quasi ovunque su X e per ognin € N,

allora, posto f(x) :=lim, 100 fn(z), vale

/X fdu = lim_ /X fudy
o

Passiamo al teorema della convergenza dominata.

Teorema B.2. (Convergenza dominata.) In riferimento allo spazio misurabile (X, %, ),
sia { fn}nen una successione di funzioni definite su X che siano X-misurabili ed p-integrabili.
Se valgono le due condizioni:

(i) esiste f(z) :=limy, 400 fn(z) € C quasi ovunque rispetto a p su X,

(ii) esiste g € L1(X, ) con g > 0 quasi ovunque su X e tale che:

|fn(@)] < g(x), quasi ovunque su X, per ognin € N,

allora valgono i sequenti fatti definendo f(x) := 0 per i punti x € X per cui lim,_, y~ fn(z) non
esiste in C.
(a) feLHX, %, p),

(b) Jx|fldu < [x gdp,
(c) fx‘fn_f‘dﬂﬁo per n — +00,
(d) fX Jndp — fX fdu per n — 400 ovvero, in altre parole:

.- [, (s )
%

Osservazioni B.1.
(1) 11 controesempio classico per il teorema della convergenza dominata ¢ quello in cui si lavora
in Z(R) con le gaussiane di centro n € N: f, () := e~ (=) Vale, a causa dell'invarianza per
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traslazioni della misura di Lebesgue:

/ e~ (@) gy = / e dy = Nz
R R

lim /an(x)d:r: VT

Pertanto

n—-+00

D’altra parte, se z € R e fissato, si ha immediatamente che

lim f,(z)= lim e(@m)® — ¢

n——+o0o n—-+00
Concludiamo che la non puo valere, dato che il primo membro varrebbe /7 nel caso in
esame, mentre il secondo membro varrebbe 0.
La spiegazione del fatto che non si possa applicare il teorema della convergenza dominata
¢ evidente. Non puo esistere una funzione g che soddisfa le ipotesi: in ciascun punto dovrebbe
maggiorare ogni gaussiana traslata arbitrariamente verso destra. Si puo dimostrare che questo
implica che g non possa essere integrabile. In realta 'inesistenza di g segue immediatamente dal
fatto che non vale come abbiamo direttamente appurato.
(2) La non esistenza di una funzione g che soddisfi le ipotesi del teorema della convergenza
dominata, non implica automaticamente che non valga la , visto che il teorema della con-
vergenza dominata fornisce condizioni sufficienti, ma non necessarie affinché valga la .
(3) Il teorema della convergenza dominata di Lebesgue include il caso in cui si esaminano delle
serie. In questo caso (X,X, ) € costruito in questo modo: X = N, ¥ ¢ Z(N): I'insieme delle
parti di N, e u = §, la misura che conta i punti: §(N) = numero di elementi di N C N. Le
funzioni misurabili sono le successioni {a(m)}men C C. Infine le funzioni integrabili sono le

successioni tali che
D la(m)] < +oo.

meN
In altre parole le funzioni integrabili non sono altro che le successioni che producono serie
assolutamente convergenti. Si osservi che in tal caso, come ben noto, la somma della serie
> men a(m) non dipende dall’ordinamento con cui si esegue la somma.
In questo caso, il teorema di Lebesgue fornisce condizioni sufficienti per poter scambiare il
simbolo di somma con quello di limite,

A 3 ) = 32 (,tim_anom)

me me

quando si ha una classe di successioni {{an,(m)}men}nen per cui a,(m) — a(m) se n — +oo.

(4) 1 teorema della convergenza dominata benché molto pit generale (vale con ogni tipo di mi-
sura e lavora anche su domini di misura infinita), fornisce una dimostrazione alternativa del
classico teorema riferito all’integrale di Riemann enunciato alla fine di (a) nel teorema seguente.

Teorema B.3.  Si consideri una classe di funzioni a valori in R, {fi}+ca, definite sul compatto
K CR" e dove A C R éun intervallo aperto. Se valgono le condizioni sequenti:
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(i) K 5z — fi(x) écontinua sul compatto K per ognit € I,
(ii) esiste
Ofi(x)
ot
ed é continua (congiuntamente nelle due variabili), allora la funzione (tutti gli integrali sono
indifferentemente intesi nel senso di Riemann o Lebesgue):

Ax K> (t,z) —

I>t »—>/ fi(x)d"x
K
¢ di classe C*(I) e vale lidentita :
— dz = | ——=d"z. B.2
dt/Kft(x) T o O (B-2)

¢

(5) 1l teorema della convergenza dominata permette di dare una dimostrazione alternativa delle
seconde parti di (a) e (b) nel teorema come mostriamo ora provando (a) ((b) segue nello
stesso modo). Essendo le funzioni f, continue su un compatto, l'integrale di esse secondo
Riemann coincide con quello di Lebesgue [Ru82]. Dato che la successione di funzioni continue
converge uniformemente, il limite di tali funzioni sara ancora una funzione continua f : K — R
(per cui integrabile secondo Riemann e Lebesgue e i due integrali coincideranno nuovamente).
Sia M = maxg |f(x)|, che esiste finito in virtu del fatto che K &compatto e f continua. In
virtlu della convergenza uniforme, se € > 0 esistera N, € N tale che, se n > N,

max |, — f] e

Quindi in particolare:
—e—M< f(x)—e< fo(x) < f(zr)+e< M+e€, perognizxzeK.
In particolare, per n > N¢:
|fn(x)] < M +€, perognizelK.

Possiamo allora applicare il teorema convergenza dominata con g(z) := M + € costantemen-
te su K, provando la (B.1) che coincide con la nostra tesi. Si noti che g € per costruzione
in Z!(K) dato che [y |gld™z = (M + €)Vol(K) dove Vol(K) ¢la misura di Lebesgue (coin-
cidente con quella di Peano-Jordan-Riemann) di K che esiste ed ¢ finita essendo K un compatto.

Per studiare il problema di scambiare il simbolo di derivata con quello di integrale e di serie
abbiamo bisogno di una formulazione leggermente modificata del teorema della convergenza do-
minata.

Teorema B.4. (Convergenza dominata 2.) Se si generalizzano le ipotesi del teorema

rimpiazzando la successione {fn}nen con una famiglia di funzioni {fi}iea C LY (X, pn) dove
A C R éun intorno aperto di tg € R, in modo tale che:
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(i) esiste f(x) := limy_y, fi(x) € C quasi ovunque rispetto a pn su X,
(ii) esiste g € LY (X, p) con g > 0 quasi ovunque su X e tale che:

|fe(z)| < g(x) per ogni fissato t € A, quasi ovunque su XE|,

gli enunciati (a), (b), (c) e (d) del teorema[B.9 sono ancora validi sostituendo ovunque limy,_, 1o
con hl’nt*)to <>

Dimostrazione. La tesi ¢ immediata conseguenza del teorema della convergenza dominata e
del noto risultato di analisi che afferma che: wuna funzione tra due spazi metrici f : X1 — Xo
ammette limite y € Xa per x — xg € X1 se e solo se ammette tale limite per successioni, ovvero,
per ogni successione {xy, tnen C X1 vale

lim f(r,)=y.

n—-4o00

Nel caso in esame X1 = A C R™ ¢ X9 = C dotati delle distanze standard. O

Questa formulazione del teorema della convergenza dominata ha diverse conseguenze immediate
sulle serie di funzioni. A titolo di esempio citiamo il seguente corollario che si dimostra subito
lavorando sullo spazio con misura (N, Z(N), ) gia visto in un precedente esempio.

Proposizione B.1.  Sia {f,}nen una successione di funzioni a valori in C (o R) definite
sull’insieme A C R™ tale che, per ognit € A valga

D )] < +oo.
neN
e, per ogni n € N esiste finito
= 1‘ t
fo = lim fu(t)
dove ty €un punto di accumulazione di A (includendo valori infiniti come casi limite). Se esiste
{gn}nen con gn >0 e >, cngn < +00 tale che:
|fa®)| < gn, perognite A,

allora, per ogni ty € A:

tlggo%fn@) = %;g% Fa®) = fa e D lfal <+oo.

neN neN

o

Tinsieme di misura nulla su cui non vale la disuguaglianza & supposto non dipendere da. t.
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B.2 Derivazione sotto il segno di integrale e di serie.

Possiamo allora enunciare e provare il teorema fondamentale riguardante la derivazione sotto il
segno di integrale per una misura positiva generale.

Teorema B.5. (Derivazione sotto il segno di integrale.) In riferimento allo spazio
misurabile (X,%, 1), si consideri una famiglia di funzioni {fi}ea C LYX, u) dove A C R™
¢ un insieme aperto e t = (t',... t™). Se valgono le sequenti due condizioni:
(i) per un certo valore k in {1,2,...,n} esistono le derivate:
6fgt(k:c) , perognize X et€ A

(ii) esiste g € LY (X, ) con g > 0 quasi ovunque su X e tale che:

Ght (.1‘)
otk

< g(z) perognite A, quasi ovunque su ,

allora valgono i sequenti fatti.
(a) Xo>z+— % € LYX,%, 1), per ognit € A,
(b) si possono scambiare i simboli di integrale con quello di derivata per ognit € A:

) [ Ohy(x)

2| hilw)du(a) = dp(z) (B.3)
otk |« x Otk

Se infine:

(iii) per una fissata g la condizione in (ii) vale contemporaneamente per tutti i valori di
k=1,2,...,m, quasi ovunque in x € X e tutte le funzioni :

Ohy(z)
At
otk

sono continue per ogni x € X fissato, allora
(c) la funzione:

Ast— / hi(z)dp(z)
X
¢in C1(A). &
Dimostrazione. Notiamo che, per ogni t € A, le funzioni X 3 z — % sono sicuramente
misurabili essendo limite (usando la definizione di derivata come limite del rapporto incre-

mentale) di funzioni misurabili. Inoltre sono pu-integrabili dato che sono maggiorate, in va-
lore assoluto, da una funzione integrabile per l'ipotesi (ii). Fissiamo ty € A. Considerando

2Pinsieme di misura nulla su cui non vale la disuguaglianza & supposto non dipendere da t.
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il rapporto incrementale si ha, dove scriviamo, un po’ impropriamente, to + 7° al posto di
E—1 k+1
(s, te Ltk R gt )

9
otk

g g () = Ty ()
k

du(z) .

/ hi(x)dp(z) = lim
to v X

Th—0J)x T

D’altra parte, per il teorema di Lagrange (restringendosi a lavorare in un intorno aperto e
convesso di tg) e tenendo conto dell’ipotesi (ii) abbiamo:

htoJer (z) — hiy (z) _ 8ht(x) <
: =5 <g(),
T t(r*,2)
dove t(7%, ) & un punto che si trova tra ty e (s, - - ,tlgfl, t’{j + 7k tlgﬂ, ..., t7") sul segmento che

unisce tale coppia di punti. Possiamo allora applicare il teorema per:

ht0+rk (z) = hio(z)

fre(z) ==

Tk ’
ottendo che esiste il limite
. T (x) — hyy (@) 0
tim [ P ) = gl m@ante),
e vale:
x 7™ —=0 Tk ’ X otk to ’

La tesi e stata provata per quanto riguarda (a) e (b). La dimostrazione di (c¢) ¢ immediata: dal
teorema tenendo conto dell’ipotesi (ii) si ha che ogni funzione, per k =1,...,m,

0
At W/Xht(:r)du(x)
& continua, da cui la tesi. O

Osservazioni B.2.  Nell'ipotesi di validita di (c) la funzione
Ast— / hi(z)dp(z)
X
risulta essere C''(A) e quindi differenziabile su A come funzione di piti variabili.
Il teorema riproduce, come sottocaso il teorema classico E perd fondamentale notare
che il teorema ha validita molto pit generale, in quanto lavora con 'integrale di Lebesgue o

qualsiasi altra misura positiva, non richiede la continuita delle derivate nelle variabili congiunta-
mente: lo spazio X su cui si integra nel teorema potrebbe non essere uno spazio topologico
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e puo anche avere misura infinita.

Dimostrazione del Teorema Dato che si integra su un compatto, la richiesta di conti-
nuitain x di f e della sua derivata assicura che gli integrali di Riemann considerati esistano e
coincidano con quelli di Lebesgue. Per ogni ty € A e sia Ag C A un intervallo aperto a chiusura
compatta, con ty € Ag. La dimostrazione & un’immediata conseguenza del fatto che la funzione

Ofi(x)

Ay x K> @,m)ké ot

essendo continua sara limitata, in valore assoluto, da qualche costante M > 0. Pertanto pos-
siamo applicare il teorema[B.5| usando come funzione g quella che vale costantemente M su K. O

Infine, per quanto riguarda le serie di funzioni, il teorema si specializza alla seguente pro-
posizione lavorando sullo spazio con misura (N, Z(N), ).

Proposizione B.2.  Si consideri una successione di funzioni { fn}nen dove f, : A — C per
ogni n € N, con A C R™ insieme aperto, t = (t',... . #™) e si assuma che valga la convergenza
assoluta della serie associata alle f,:

Z|fn(t)| < 400, perognite A,
neN

per cui in particolare anche la serie delle f,, (senza valore assoluto) converge per ogni valore di
t. Se sono verificate le sequenti due condizioni:
(i) per un certo valore k in {1,2,...,n} esiste la derivata:

O fn(t)
otk

perognin e Nete A

(i) esiste una successione {gnnen con 0 < g, costante, con >, cngn < +00, € tale che:

' Ofn(t)
otk

‘ggn, perognite A eneN,

allora valgono i sequenti fatti.

(a) > ,en |8f;’;,£t)y < 400, per cui in particolare anche la serie delle derivate f, rispetto a t*
(senza valore assoluto) converge per ogni valore di t,

(b) si possono scambiare i simboli di integrale con quello di somma per ognit € A:

0 Ofn
IS =3 20 (B.4)

neN neN

Se infine:
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(iii) per una fissata successione di costanti {gntnen la condizione in (ii) vale contempora-
neamente per tutti i valori di k =1,2,...,m, e tutte le funzioni (per ognit € A fissato):

dfn(t)
otk

A>St—

sono continue, allora
(c) la funzione:
At Z Fu(t)

neN

ein C1(A). &

Diversamente dal teorema classico di derivazione sotto il segno di serie, questo teorema
non richiede (eccetto che per la validita dell’ultimo punto) che le derivate delle funzioni nella
serie siano funzioni continue. Non ¢ nemmeno richiesta la convergenza uniforme della serie delle
funzioni non derivate. La condizione (ii) in ogni caso assicura tra l’altro la convergenza uniforme
della serie delle derivate per il teorema [1.1
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Appendice C

Relazioni di ortogonalita tra funzioni
trigonometriche utili nella teoria
della serie di Fourier.

Nel seguito dimostreremo alcune relazioni di ortogonalita per funzioni trigonometriche o espo-
nenziali immaginarie definite, nei primi due casi, sull’intervallo J := [a, b] con b—a = L (possiamo
pensare in particolare che b = L e a = 0, oppure che b = L/2 e a = —L/2). Nell’ultimo caso
faremo invece esplicito riferimento all’intervallo J = [0, L]. La nozione di ortogonalita e quella
riferita al prodotto scalare standard di L?(J, dz).

C.1 Esponenziali immaginari periodici su J = [a,a + L].

Cominciamo con le relazioni di ortogonalita per le funzioni esponenziali complesse periodiche,
-27Tm
xr

di periodo L/m (se m # 0) sull’intervallo J di lunghezza L e della forma: J > z + €' L * con
d2

m € Z. Queste funzioni sono autofunzioni dell’operatore periodiche su J, con autovalori

T dz2
2mn

rispettivamente (T)2 Vogliamo provare le relazioni di ortogonalita:

/ e Tt Ty = Loy, - (C.1)
J

Si osservi che le relazioni di ortogonalita scritte sopra dicono che il sistema di funzioni complesse:

- 27N
—1 T X

N

definisce un sistema ortonormale nello spazio di Hilbert L?(J,dx). Questo sistema risulta anche
essere completo, cioe definisce una base hilbertiana dello spazio di Hilbert L2(.J, dz).
Passiamo a provare (C.1]). Nel caso in cui n = m, l'integrale si riduce all’integrale della funzione

e

netZ, zed,
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costante 1 sull’intervallo di misura L, per cui la (C.1)) ¢ evidente in tal caso. Non resta che
provare tale identita per n # m, che significa, definendo &k := m — n:

/ T Tdr =0 keZ)\{0}. (C.2)
J

Tenendo conto del fatto che eiz%kx = cos (%) + isin (#) abbiamo:

27k o, 27k . . 2k
e L¥= [ cos|—)dzx+i [ sin| — |)dz
J J L J L

Cambiando variabile di integrazione e passando a 6 := %x abbiamo che:

o L L
/elszmdx — | cos@dd+i—— | sinbdd,
J 2 O 2k O
dove O ¢ un segmento di lunghezza 2km (per esempio [0,2k7] se I = [0,L]). Dato che la
funzione seno e la funzione coseno sono periodiche di periodo 27, abbiamo alla fine che:
o L L
/ B rdy = | cosfdf +i— | sinfdd=0,
J T Jo, 2m 01
dove abbiamo tenuto conto del fatto che l'integrale della funzione seno e quello della funzione
coseno, eseguito su un segmento di lunghezza 27 &
sempre nullo, come si calcola immediatamente tenendo anche conto della periodicita di 27w
di tali funzioni. La (C.1)) risulta essere completamente provata.
C.2 Funzioni seni e coseni periodiche su J = [a,a + L].

Consideriamo ora le funzioni seno e coseno definite sull’intervallo J di lunghezza L e di periodicita
ancora L/n con n =1,2,..., cioe:

2
Jax'—>cos(2nx> , n=0,1,2,...

. (2™
JBZL‘F—)SIH(TJJ> , n=12...
d2

dx?>
rispettivamente (QTFT”) . Vogliamo provare le relazioni di ortogonalita:

2 2 Lo (2 (2 Lénm,
/Jcos (%x) cos (WTmJ:> dx = 5 /Jsm <%nm> sin (ﬂme) dzx = — (C.3)

2 2
/cos <ﬂm> sin <me) de=0, nm=12,... (C.4)
J L L

Tutte queste funzioni sono autofunzioni reali dell’operatore — periodiche su J, con autovalori




Si osservi che queste relazioni dicono che il sistema di funzioni reali:

1 2 2 2 2
Jo Vo) Em() . e e

definisce un sistema ortonormale nello spazio di Hilbert complesso L?(J,dx). Questo sistema
risulta anche essere completo, cioe definisce una base hilbertiana dello spazio di Hilbert L?(.J, dz).
Passiamo a provare le relazioni di ortogonalita scritte sopra. Cominciamo dalla prima nel caso

/cos2 (mﬂf) dr = £ .
7 L 2

Per dimostrare questa identita osserviamo che, se

2
I ::/cos2 <Lna:> dx
J L

allora, procedendo come per I’esponenziale immaginario, dove ©; & un intervallo di lunghezza
27 (per esempio [0, 2k7n]| se I = [0, L]) con un semplice cambio di variabile si ha:

n = m. In tal caso essa si scrive:

L
I =— cos® 0d6 .
27'(' <h

Usando la relazione trigonometrica fondamentale cos? § + sin? § = 1, abbiamo che:

I:L—L/ sin® 0d# .
27T @1

Tenendo conto che sin? 6, periodica di periodo 7, non ¢ altro che la funzione cos?#, che ha lo
stesso periodo, traslata di un semiperiodo /2 e che l'integrale & calcolato su un doppio periodo,

abbiamo che:
/ sin? 6df = / cos® 0d6 .
91 @1

I=L-1

Pertanto:

e quindi I = L/2 che quanto volevamo provare. La seconda in ((C.3|) per n = m si prova nello
stesso modo. Dimostriamo la validita della prima e della seconda in (C.3)) per n # m. Eseguiamo
la prova per il caso del coseno. Possiamo scrivere

/ cos (27rn$> cos (m:c> dr = L / cos (mm‘> i sin (27me> dx

7 L L C2mm J, L dx L

= —L / i (cos (—27mac> sin (—27”%1)) dr — —L (i cos (—Qﬂnx>) sin (Lmnx) dx
- 2mm J; dx L L 2mm J; \dz L L '
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Il primo integrale nella seconda riga e nullo, dato che la funzione dentro la derivata e periodica
sul dominio di integrazione. Eseguendo 'ultima derivata otteniamo che:

2 2 2 2
/Jcos (T:ﬂ) coS (Tx) de = % /Jsin <7£na:) sin <7;mx> dz . (C.5)

Possiamo ripetere la procedura notando che:

in<27rm ) _ L i (27rm )
> L Y)- 2mm dx S\ )
ottenendo alla fine:
2mn 2mm n\ 2 2mn 2mm
cos| —ax | cos| —z | dx = (—) cos| —ax | cos| —z | dx .
7 L L m 7 L L
2 2 2
[1 - (%) } /Jcos (%x) cos (Wme> dr=20.

Dato che € n # m, 'unica possibilita e che:

2
/ cos <7m:1:> cos (27me) dr =0,
7 L L

come volevamo. Osserviamo anche che la (C.5) prova di conseguenza anche la seconda in
per n # m.

Per finire e provare la , osserviamo che, con la solita procedura di integrazione per parti
eseguita due volte, si verifica subito che:

/ <27m > in<27rm )d __(n)Q/ (27m ) in<27rm >d
Jcos — ¢)sin| 7 )dr= - Jcos — ¢ )sin| ——7)dz,
2 2 2
{1+ <%> }/Jcos (an> sin <7;m$> dr =0,

da cui segue che, anche se n = m, 'integrale a fattore nel secondo membro deve annullarsi.

e quindi:

e quindi:

C.3 Seni e coseni su [0, L] con condizioni di annullamento, o di
annullamento della derivata, ai bordi.

Consideriamo ora le funzioni seno e coseno definite sull'intervallo J = [0, L]:
JBchos(%nm) , n=0,1,2,...

JBstin(%:p) , n=12 ...
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2 .
—dd?, con derivate

prime che si annullano al bordo dell’intervallo, con autovalori rispettivamente (%)2 La seconda

La prima classe di funzioni e costituita da autofunzioni reali dell’operatore

classe di funzioni e costituita da autofunzioni reali dell’operatore —dd? che si annullano al bordo

dell’intervallo, con autovalori rispettivamente (%)2

Vogliamo provare le relazioni di ortogonalita, separatamente per le due classi di funzioni:

L
L nm
/0 cos (%x) cos (%x) dr = 52 , n,m=0,1,2,... (C.6)
L
Lénm
/0 sin (%:n) sin (%x) dx = 5 0 M= 1,2,... (C.7)

Si osservi che queste relazioni dicono che ciascuno dei due sistemi di funzioni cosiderato sopra
con un opportuno coefficiente di normalizzazione:

2
\/Ecos(TrL—na;>, n=0,1,2,... z€][0,L]
2

\/Zsin<%x), n=12,... z€l0L],

definisce, separatamente, un sistema ortonormale nello spazio di Hilbert complesso L2([0, L], dx).
Ciascuno dei due sistemi risulta anche essere completo, cioe definisce una base hilbertiana dello
spazio di Hilbert complesso L?([0, L], dz).

Facciamo solo la dimostrazione di , dato che quella di ¢ del tutto analoga. Per

cominciare consideriamo il caso n = m. Abbiamo allora che:

nm

L ™ T
L L L
/ sin? <@x) dr = — sin? 0df = = / sin? 0df = / (1 —cos®6)db .
0 L ™ Jo ™ Jo ™ Jo

L L T
/ sin? <@m> der =L — / cos® 0d0 .
0 L ™ Jo

Dato che sin? # non ¢ altro che cos? § traslata di 7/2 e che I'integrale avviene su di un intervallo
lungo come il periodo, pari a 7, di entrambe le funzioni, concludiamo che:

/ cos? Gdﬁz/ sin® 0d0
0 0
L L
.o (TN B / . 9 (TN
sin“(—x)dxr =1L — sin“ (| —ax | dx .
| st () s ()
L
o (TN _L
/Osm <L:U)dx—2,
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Abbiamo trovato che:

e quindi:

Concludiamo che:



come voluto. Per finire proviamo la (C.7) se n # m. Vale:

/L . <27m ) . <7rm )d L L (27rn > d <7rm )d
sin{ —uxz)sin| —z)de = —— sin{ —ax ) —cos | —ux ) dx.

Integrando per parti troviamo che:

_ L ' a (sin <27m3:) cos <7rm$>) dx + L ’ <d sin (2777133)) cos (mx> dx
- m J, dx L L ™m Jo \dz L L ’

Il primo integrale a secondo membro ¢ nullo dato che la funzione seno si annulla in 0 e L.
Calcolando la derivata nell’ultimo integrale, si conclude che:

/L ) (27Tn ) ) (7rm )d n /L <27Tn ) (7Tm )d
sin| —z |sin| —z)de = — cos | —ax ) cos | —x ) dx
0 L L m 0 L L ’
e quindi:
/L . (27m ) . <7Tm )d n L L (27rn ) d . (Wm )d
sin| —z |sin| —z)dr = —— cos| —ax ) —sin| —=z)dx.
0 L L m mTm 0 L d.’E L

Integrando nuovamente per parti nell’integrale a secondo membro, tenendo conto del fatto che
la funzione seno si annulla agli estremi di integrazione, troviamo che:

L . 2mn . /Tm nn [F . 2mn . /M
sin | —xz ) sin (—m) der = —— sin | —xz ) sin <—x) dz .
0 L L mm Jg L L
9 L
(1 — (2) > / sin (mx> sin (mx> dr=0.
m 0 L L

Dato che € m # n per ipotesi, 'integrale a fattore deve essere nullo e cio conclude la dimostra-

zione di (C.7).

Dunque:
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Appendice D

Teoremi del Dini e applicazioni

Richiamiamo qui due formulazioni elementari del teorema del Dini riguardante funzione inversa e
funzione implicita [Gi03] ed alcune ovvie applicazioni. Spesso per “Teorema del Dini” si intende
solo quello che sotto chiamiamo “Teorema della funzione implicita”.

D.1 Teoremi della funzione inversa e della funzione implicita
Teorema D.1. (Teorema della funzione inversa in R".) Sia Q C R™ un aperto e

f:Q3 (.. 2" = (..., y") R

una funzione di classe C* con k > 1.
Ay*

Se per p € Q il determinante della matrice Jacobiana di coefficienti 577 | € non nullo, allora:
P

(a) esiste un intorno aperto A > p con A C Q tale che f(A) é aperto;

(b) fla: A — f(A) ¢ biettiva con inversa di classe CF.

Un immediato corollario del teorema enunciato € il seguente dove, lo ricordiamo, un’applicazione
f:Q— Q con Q,Q C R" aperti ¢ detta essere un diffeomorfismo di classe C* (dove k > 1)

quando f & di classe C¥, biettiva con inversa di classe C*.

Proposizione D.1.  Sia Q2 C R™ un aperto e
f:Q3 (.. 2" = (..., ") ER?

una funzione di classe C* con k > 1.
k
Se per ogni p € Q il determinante della matrice Jacobiana di coefficienti g% e non nullo,
p

allora:
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(a) f(Q) ¢é aperto in R";
(b) f é una funzione aperta (cioé trasforma insiemi aperti in insiemei aperti;
(c) Se f ¢ iniettiva allora f: Q — f(Q) & un diffeomorfismo di classe C*.

Dimostrazione. La dimostrazione di (a) e (b) segue immediatamente dal teorema osser-
vando che ogni aperto A C Q (eventualmente A = 2) risulta essere I'unione di intorni aperti
O, C A per z € A tali che f(O) ¢ aperto in R™ e pertanto f(A) = Uzeaf(Oz) € sempre aperto.
A questo punto la prova di (¢) € ovvia. O.

Possiamo ora enunciare la versione piu elementare elementare del teorema della funzione impli-
cita in R".

Teorema D.2. (Teorema della funzione implicita in R".) Sia Q C R™ un aperto e
f:Q3 (@ 2" = f(z!,...,2") eR

una funzione di classe C* con k > 1 e si supponga che per p = (x(l), ..,xg) € Q valga % #0.

Posto ¢ = f(x},...,zl), esistono: !

(a) un aperto A CR con A >z,

(b) un aperto B C R"™! con B> (23,...,20), e tale che A x B C Q,

(c) un’unica funzione g : B — A di classe C* tale che

{(g(®,...,2"), 2% ...,a") | (2*,...,2") € B} = {(2',2%,...,2") € Ax B| f(a',2%,...,2") =
Evidentemente ¢ puo sempre essere preso ¢ = 0 con una banale ridefinizione di f.

D.2 Coordinate normali Riemanniane attorno ad un punto su
una superficie regolare di dimensione n — 1 in R”

Consideriamo una superficie regolare ¥ di dimensione n—1 in R ed un punto p € ¥. Supponiamo
che tale superficie attorno a p sia descritta dal luogo dei punti che annullano la funzione S =
S(zt,...,2") di classe k > 2 dove V.S # 0 su tale porzione di ¥ e ci siamo riferiti alle coordinate
cartesiane canoniche (x!,...,2") di R”. Come noto, VS|, individua il vettore normale a X in
p a meno di un fattore non nullo. Possiamo inoltre sempre rototraslare le coordinate cartesiane
canoniche, passando ad un altro sistema di coordinate cartesiane su R in modo tale che V5|, sia
paralleo all’asse ! e p coincida con l'origine degli assi. Nel seguito assumeremo sempre cio. In

287



base al teorema della funzione implicita, tenendo conto che % # 0, possiamo determinare un
P

intorno aperto di p della forma A x B con 2! € A C R insieme aperto e (22,...,2") € B c R*!
per cui I'insieme ¥ N (A x B) & descritto dalla funzione C* della forma z! = z'(2?,...,2"). In
questo senso possiamo pensare (£2,...,¢") = (z2,...,2") € B come coordinate su ¥ N (A4 x B).
Vogliamo introdurre delle nuove coordinate (¢,£2,...,&") dette coordinate riemanniane normali
a X definite in un intorno aperto B, C R" di p, eventualmente piu piccolo di A x B se letto in
coordinate ', ..., 2", su cui

SNB,={(t,&%....€") € A/ x B' | t=0}.

A tal fine, per ogni punto ¢ € ¥ N (A x B) tracciamo la retta normale a ¥ e passante per g.
Sia t € R la lunghezza d’arco su tale retta ponendo come origine di essa il punto ¢ in cui la
retta interseca . Se r € abbastanza vicino a p, allora ci aspettiamo che esista un’unica retta
normale a X che passa per r. Le coordinate di r nel nuovo sistema di coordinate sarebbero in
tal modo definite come: la lunghezza ¢ (con segno) del segmento che unisce r a ¥ e le coordinate
(€2,...,€") del punto ¢, € ¥ da cui parte tale segmento. E evidente che se in questo modo
abbiamo definito un sistema di coordinanate in un intorno B, allora deve valere:

SNB,={(t&, ..., e A xB | t=0}.

L’unica cosa che dobbiamo provare, per dimostrare che il sistema di coordinate ¢ ben definito,
¢ che la trasformazione dalle coordinate (t,&2,...,£") alle iniziali coordinate (x!,22,...,2") &
differenziabile (all’ordine k£ — 1 come vedremo) biettiva da un aperto che contiene le coordinate
Riemanniane di p in un aperto che contiene le coordinate cartesiane di p. La prova si basa
sull’applicazione diretta del teorema della funzione inversa (Teorema, una volta che avremo
stabilito, cosa che andiamo a fare, che la trasformazione di coordinate f : (t,&2,...,£") —
(x',22,...,2") definita in un intorno di p, & di classe C*~! ed ha determinante della matrice
Jacobiana non nullo in p.

La retta che esce normalmente da ¥ N (A x B) nel punto ¢ € ¥ di coordinate (£2,...,£&") ha

equazione cartesiana:

Rt (m1(§2,...,§")+nét,§2+ngt,...,§"+n2t)

1 n

PR nq) ¢ il versore normale a 3 uscente da ¢. Esso & dato dal vettore colonna

o 1 (1 dz! Owl)t
q — N 2 ,678’...’6781 .
Vi s ()

Questa espressione si ha osservando che nell’intorno A x B la superficie Y & descritta dagli zeri
della funzione g(z',£2,...,6") == 2! —21(€2,...,£") e pertanto un vettore normale (mai nullo)
¢ sicuramente

dove ng = (n

ox! 8:1:1>t

v‘g:<1’a§2”3§n
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Normalizzando tale vettore si ottiene n suddetto. Abbiamo in questo modo definito una funzione

1
Ve i (58

che & di classe C*~1 in un insieme aperto A} x B di R" la cui immagine include l'intorno A x B
eventualmente restringendo un qualsiasi dominio iniziale aperto di f (dato che & una funzione
continua). Non ci resta che provare che la matrice Jacobiana di f calcolata per le coordinate cor-
rispondenti a p ha determinante non nullo. Ricordiamo che per scelta delle coordinate cartesiane
p corrisponde a (t,&2,...,&") = (0,0,...,0). Inoltre il fatto che I’asse x! sia parallelo a VS|,

1(¢2 n 2, O n, 01!

f : (t7§27"'7£n) ’_>

che & un vettore normale a X in p, significa che %\p = 0 dato che VS|, (con S = S(z!,...,2"))
deve avere solo componente lungo z! e simultaneamente essere parallelo a Vg|,.
Tenendo conto di cio si trova subito per computo diretto che la matrice Jacobiana di f calcolata
inpe
1 ‘ 0 --- 0
Ox?!
o6z lp

Jp = =1,

% |
aem Ip

perché le derivate sulla prima colonna, escludendo la prima riga, sono tutte nulle per ipotesi. 11
determinante ¢ dunque det J, = 1 come volevamo. Il teorema della funzione inversa implica allo-
ra che in un intorno di p, che possiamo sempre pensare della forma A’ x B’ in coordinate normali
riemanniane ¢, &Y, ..., €7, tali coordinate siano un buon sistema di coordinate locali attorno a p
dato che sono connesse alle coordinate cartesiane (x!,..., 2") da una trasformazione di calsse
C*=1 biettiva con inversa C*~! in un intorno di p. Si osservi che il risultato trovato continua
a valere anche se usiamo il sistema di coordinate cartesiane canoniche di R", dato che queste
L ..., a" adattate a p tramite una rototraslazione che

¢ una trasformazione di classe C* con inversa di classe C°.

sono connesse alle coordinate cartesiane x
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